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AVANT-PROPOS. 



J'ai donné à cet ouvrage \e titre, de Dévelt^^Ktnentt de géométrie 4etcriptive :, 
parce que j'y examine et discuta diverses questions, et que j'y donne la solu- 
tion de divers problèmes dont !«. auteurs des traitas de géométrie descriptive 
n'ont point parlé. 

Cet ouvrage est donc destiné à servir de oTffl^rfAtMnf aux divers traités de 
géométrie descriptive publiés jusqu'à ce jour. 

J'ai divisé cet ouvrage en sept chapitres; dans chaque chapitre j'ai groupé 
les questions et les problèmes qui avaient quelque analogie entre eux. 

J'aurais puflugmenter eetouvragedeplusieurf autres chapitres jmaiscomme 
je me propose de réunir et4e classer entre eux les divers mémoires que j'ai 
publiés sur la géométrie descriptive, dans le Journal de l'Ëcole polytechnique, 
dans le Bulletin de la société philomatique, dans la Correspondance mathé- 
matique et physique rédigée par M. Quetelet de Bruxelles, et dans le Journal 
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. Lipuville, et de former 
ainsi un volume qui, avec celui que je publie aiyourd'hui,fca'mera un comp^- 
meni de géométrie detcriptivet c'est dans cette seconde publication que je pla- 
cerai diverses notes sur des recherches géométriques non encore publiées. 

Dans le premier chapitre de cet ouvrage, que je soumets au jugement des 
savants et des ingénieurs qui aiment et cultivent la géométrie descriptive , 
jetraitedes propriétésdes hélicoïdes coniques, et je démontre lesanalogiesqui 
existent entre ces surfaces et les surfaces hélicoïdes cylindriques. 

Dans le second chapitre , je démontre les propriétés des trois spirales 
d'Archîmède, Ic^rithmique et hyperbolique, en les r^ardant comme la 
projection sur un certain plan de trois spirales à double courbure; et je crois 
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que les propriétés de ces courbes à double courbure n'avaient point encore 
été étudiées. 

Dans le troisième chapitre , j'essaye d'énumérer les courbes coniques du 
troisième et du quatrième degré et de les classer par leurs points singuliers. 
Je résous ensuite un certain nombre de problèmes nouveaux au moyen des 
courbes d'erreur. 

Dans lequatrième chapitre, je m'occupcdu problème des éclipses ; la solution 
que je donne n'est point astronomique, mais si les trois corps avaient des 
dimensions moindres et étaient àdes distances moindres les uns des autres, la 
solution graphique que j'e^ose résoudrait complètement la question. C'est 
donc seulement comme^^r^mV^de géométrie descriptive que je m'occupedans 
ce chapitre du problème des éclipses- 
Dans le cinquième chapitre , je traite d'une courbe nouvelle et encore non 
étudiée, de l'épicycloîde annulaire, courbe à double courbure engendrée par 
un point d'un cercle roulant angulairement si»r un autre cercle. 

Cette courbe se présente dans les applicatibnset ainsi dans les chemins de 
fer et dans les engrenages. Je crois que jusqu'à présent personne n'en a 
fbit mention et que cette courbe est une nouveauté en géométrie. 

Dans le sixième chapitre , je cherche le centre et le rayon d'une sphère 
satisfaisant à quatreconditions, ces conditions étant de passer par des points 
ou d'être tapgente à des droites ou d'être tangente à des plans. Dans les 
traités de géométrie descriptive publiés jusqu'à ce jour on ne donne la 
solution que des deux problèmes suivants : 1"" sphère passant par quatre 
points; V sphère tangente à quatre plans. 

Je termine ce chapitre par des questions relatives aux engrenages, en 
cherchant la surface lieu des points de l'espace dont les distances à deux axes 
fixes sont dans un rapport constant. 

Dans le septième chapitre, je développe la théorie des infiniment petits en 
géométrie descriptive, et je résous diverses questions et divers'problèmes en 
me servant de cette théorie que je crois nouvelle en plusieurs points et dont 
il me semble que la rigueur ne peut être contestée. 



DE LA NOTATION 

EMPLOYÉE DANS CET OUVRAGE. 



Il est Décessaire d'expUquerla notation adoptée dans cet ouvrage , et d'en feire ressortir les 
«TBOtages. 

1' Un point de l'espace est représenté par une petite lettre (iettre minuscule) et ainsi par m , 
ou n, ou a, ou b,o\i x, etc., et ses projections par la même lettre accompagnée de l'indice vou 
h , suivant que la projection du point est sur le plan vertical ou sur le plan horizontal. 

Ainsi m* ou n* ou ar*, etc. , désigne la projection verticale du poiot m ou du poiut n ou du point 
X , etc. sitné dans l'espace. 

Aiosiii^ ou n* ou x*, etc., désigne la projection horizontale du même point m ou du même 
ptMut n ou du même point x , etc. de l'espace. 

2* Une droiteestdésignéeparune grande lettre (lettre majuscule) ou une lettre grecque, ainsi 
oadit:ladroite A,âuD, onT, ou S, ou y, ou J, etc., et ses projections prennent les indices v ou A, 
etunsîona: D^etD*, projections borizonlale et verticale de la droite D située dans l'espace, etc. 

3* Une eAuiiie est toujours désignée par une grande lettre on une lettre grecque, et ses |Ht)jec- 
tiwu portent les indices v et A comme pour la droite. 

4° Un plan est désigné par une grande lettre , ainsi on dit : le plan P, ou le plan Q, ou le plan 
X, etc., et ses traces sont désignées, la trace horizontale par H et la trace verticale par V, et 
de plus ces lettres H et V prennent pour indice le nom du plan dont elles désignent les traces , 
ainsi H' et T' déngnent les traces horizontale et verticale du plan P, etc. 

Ily a bientât quinze ans quej'ai adopté celte notation dans mescoursde géométrie descriptive 
et j'ai lieu de m'en applaudir, car les élèves peuvent , au moyen de cette notation , sténographier sur 
la figure même et à mesure qu'ils la construisent , les raisonnements géométriques qui les con- 
duisent à faire telle ou telle construction graphique. 

On remarquera sans peine que cette notation a le grand avantage de pouvoir démontrer dont 
l'«tp(i«,cftronpeut parler du point m, de la droite D, du plan P, et l'élève lit sur l'^re le point 
mdoDt les points m* et m* sont les projections, la droite D dont les droites D^ et D* sont les pro> 
jections,lepl»nP dont les droites H, et Y* sont les traces, etc. 

Par ce moyen Vépwe se trouve mtimement liée à la démonstration orale et la complète, et la 
démonstration est plus irive et de plus peut être donnéede manière à ce que (suivant une expression 
admise) en parlant dans l'espace , l'élève apprend à tire dan» Peipace, Par l'emploi de cette nota- 
tion, l'élève parvient en peu de temps à voir comment seront les projections d'un système de l'espace 
et ainsi apprend Yart deprojeteran système de l'espace, et en même temps il acquiert l'habitude de 
concevoir les relations de position qui existent entre les points, les lignes, les plans qui composent 
un système de l'espace, en regardant sur aneVwre les projeclioos horizontales et verticales de ces 
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divers points et de œs diverses lignes, et les traces horizontales et verticales de ces divers plans. 

Les figures qui composent les planches annexées à cet ouvrage , sont de deux sortes. 

Les premières sont des figures en perspective représenisnt à peu près les relations de position 
qui doivent exister entre les points et les lignes dont on parle. Ces figures ne servent qu'à aider 
f l'esprit du lecteur et à lui permettre de mieux concevoir la forme véritable du système de l'espace 

dont on s'occupe et dont on cherche les propriétés géométriques. 

Les secondes sont des ^ptir«9, ces figures sont construites rigoureusement à la règle et au 
compas; les résultats graphiques auxquels on est conduit par leur construction, sont ensuite 
traduits en langage géométrique dans le texte. 

Les épureê sont faciles à reconnattre parmi les figures tracées sur chacune des planches de cet 
ouvrage, parce que Ton y voit toujours une ligne de terr« désignée par les lettres L et T; et pour 
mieux distinguer cette ligne de terre des autres droites tracées sur Vépure , on a eu le soin d'y 
faire graver en dessous une suite de petites hachures. 

Entre la géométrie descriptive ou langue graphiç^y et Yanalyse ou langue algébrique il y a 
un pojnt de ressemblance qu'il est bon d'indiquer. 

Ainsi , éttfnt donné un système (de l'espace) composé de points , de lignes , de plans , de sur- 
faces, on commence en analyse ^écrire les équations qui représentent ces points , ces lignes., 
ces plans, ces surfaces, et c'est ce qu'on appelle mettre le problême en éputtion ; ensuite on com- 
bine c€s équations entre elles (d'après les règles de Vanalyse ), et l'on arrive à un résultat exprimé 
par une formule algébrique que Ton traduit en langage ordinaire. 

Engéométriedescriptiveontrace sur Vépure les projections des points et des lignes, les traces des 
plans, les projections des lignes qui déterminent chacune des surfaces dcmnées, ces lignes étant 
choisies en vertu du mode de génération de chaque surface donnée. 

Ce premier travail est en langue graphique l'analogue de la mise en équation dans la langue 
algébrique; ensuite on combine les projections des points, les projections des lignes, les traces 
des plans , les projections des Ugnes qui représentent les surfaces , d'après les règles graphiques^ 
et on arrive à nn résultat graphique que l'on traduit en langage ordinaire. 

C'est ainsi , qu'ayant mis lyi problème en équation , si par la combinaison des équations du pro- 
blème on arrive aux trois équations finales (l)y=ax-\-p\ (2) y=za'X'}-q et (3) aa'|-|-l=0, 
on traduit le résultat analytique en langage ordinaire en disant : 

Les deux droites représentées par les équations (1) et (2) sont rectangulaires entre elles en 
vertu de l'équation (3) de condition. 

Et c'est ainsi, que par la combinaison des lignes tracées sur une épure , étant arjci vé aux traces 
H' et y d'un pian P, si la droite H' est perpendiculaire à la ligne de terre , ou traduit ce résultat 
graphique en langage ordinaire , en disant: le plan P dont on vient de construire les traces est 
perpendiculaire au plan vertical de projection ; ou bien étant arrivé par une série de constructions 
graphiques aux projections' A^, A^ et B^, B^ (de deux droites A et fi) telles que la droite A"" soit 
parallèle à la ligne déterre et que les droites B^ et A'^ soient rectangulaires entre elles, on traduit ce 
résultat graphique en langage ordinaire en disant , la droite A est horizontale et les deux droites A 
et B (situées daïis l'espace) se coupent à angle droit. 

Au reste, en examinant de près de quelle manière procèdent la géométrie descriptive et Tanal}^ 
dans la solution des questions de géométrie , on est conduit à reconnaître divers autres poiots 
de ressemblance , entre lesxleux langues graphique et algébrique , non point quant aux méthodes^ 
mais dans les moyens de solution. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DES SURFACES HÉLICOÏDALES CYLINDRIQUES ET CONIQUES ; DES DÉVELOPPANTES 

PLANES ET SPHÉRIQUES9 RALLONGÊES ET RACCOURCIES. 

Des développantes planes raUongées et raccourcies. 

Étant donné sur un plan un cercle C du rayon R, on sait que si Ton enroule 
un fil sur ce cercle et qu'on le déroule ensuite, un des points de ce fil décrit sur 
le plan du cercle une courbe d qui a reçu le nom de développante plane et circu- 
laire , et Ton sait que les tangentes au cercle G sont normales à la courbe d. 

Nous donnerons à la courbe 3 le nom de développante pUme et parfaite du cercle C , 
pour la distinguer des développantes rallongées ou raccourcies, qui seront dites 
imparfaites. 

Si Ton prend sur le cercle C (fig. i ) une suite de points m, m', m" équi- 

distants entre eux, et si Pon mène en chacun de ces points les tangentes au 

cercle C^ savoir : i, {', t" ces tangentes couperont la courbe d (développante 

parfaite du cercle G) en les points n, n\ n" 

Si sur t on porte à partir du point n une longueur égale à / , on placera sur t 
un point x,; si sur r^ à partir du point n' on porte une longueur égale à 21 j on 
placera sur 1' un point x\'y en x)pérant de même pour tf\ et portant dès lors 3/ de 

n" tnx'\j on aura une suite de points x.^af,, x" (les longueurs/, 2/, 3/ 

ayant été portées dans le même sens) qui détermineront une courba qui sera 
dite développante imparfaite du cercle G. 

La développante imparfaite sera une développante rallongée 6' si les points x,, x\ , 
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x\ sonl placés au delà de la courbe d par rapport au cercle C , et elle sera une 

dévebppànie raccourcie è'^ si au contraire les points x^^ x\j x'\ sont placés ainsi 

que les points Xy x^ x!' entre le cercle G et la courbe d. 

Cela posé : 

Le premier problème dont la solution doit être proposée est celui-ci: 

Une développante imparfaite ê raccourcie ou S' rallohgée étant donnée par la 
construction géométrique précédente de ses divers points, construire la tangente 
en un point a; de 6 ou x^ de 6". 

Nous allons résoudre le problème de la construction de la tangente en un point 
delà développante circulaire rallongée ou raccourcie, en nous servant de diverses 
propriétés des surfaces hélicdides gauche ou développable , et en même temps nous 
montrerons comment la spirale d'Ârchimède et les développantes parfaites et 
imparfaites du cercle se trouvent liées les unes aux autres sous le point de vue 
de la génération géométrique. 

Plus loin nous montrerons que la spirale d'Archimède est accompagnée de deux 
spirales du même genre auxquelles on doit donner le nom de spirales imparfaites 
d'Archimède, l'une étant ra/bn^é^ et l'autre raccourcie. 

Concevons un cylindre B (vertical et de révolution), ayant pour axe une droite A 
et pour section droite un cercle C du rayon R. 

Traçons sur le cylindre B une hélice Ë coupant les génératrices de ce cylindre 
B sous Tangle constant a. 

Concevons, par un point y de la courbe E, trois droites : l'une 8 tangente à 
r hélice E et faisant dés lors avec la génératrice G du cylindre B ( laquelle droite 
passe par le point y) un angle a, l'autre D faisant avec 6 un angle y plus grand 
que et] et enCn, une troisième droite D' faisant avec G un angle / plus petit 

que a. 

Concevons que les trois droites 6 , D , D", sont situées d'un même côté par rap 
port à la génératrice G et toutes trois dans le plan T tangent au cylindre B sui- 
vante, et que dès lors les angles «, y, y sont aigus. 

Cela posé : 

Si l'on fait mouvoir les trois droites 6 , D , D', sur l'hélice E de maniéré à faire 
toujours le même angle avec l'axe A^ et à être en chacune de leurs positions D 
parallèle à l'une des génératrices d'un cône S de révolution ayant A pour axe et 
ayant son demi-angle au sommet égal à y; 9 parallèle à l'une des génératrices d'un 
cône 2 de révolution ayant A pour axe et son demi-angle au sommet égal à a; D' 
parallèle à la génératrice d'un cône S' de révolution ayant A pour axe et son 
demi-angle au sommet égal à /; ces trois droites engendreront trois surfaces 
hélic(nd€sD,y6,, D'.. 
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Car ii suffit de concevoir une hélice cylindrique H' tracée sur Thélicoide D\ et 
passant par le point x. Getle hélice H' aura même pas que l'hélice E et son rayon 
*fi sera égal à la distance du point x à Taxe A. 

^ On connaîtra donc Tinclinaison de cette hélice H' sur Taxe A et par suite sa 

r tangente }! au point x. 

Gela posé : 



Si l'on considère un paraboloîde hyperbolique T ayant pour directrices droi- 
tes, les tangentes, 6 à Thélice E au point y et X' à l'hélice H' au point x, et 
lK)ur plan directeur le plan A tangent au cône S' et mené à ce cône suivant 
'a génératrice df parallèle à la droite D' génératrice de la surface hélicdide D'., 
laquelle génératrice passe par les points a; et j^; ce paraboloîde I' sera tangent 
à la surface D', tout le long de D% par conséquent son plan tangent en x sera 
tangent à D'. et ne sera autre que 0. 

Il suffira donc pour déterminer le plan , de faire passer un plan par les 
droites D^ et X^; et ce plan coupera le plan P, suivant la tangente au point x 
à la développante imparfaite 6^ 

Le problème proposé est donc complètement résolu {*). 

Remarque. Au sujet de la construction du plan tangent à l'hélicoide D'., je 
ferai la remarque suivante. 

La surface hélicoîde a été donnée, comme engendrée par une droite se mou- 
vant dans l'espace : 

1^ En s'appuyant sur une courbe ; 

2^ En restant tangente à la surface qui contient cette courbe; 

3^ En restant parallèle aux diverses génératrices d'un cône. 

En vertu de ces trois conditions le mouvement de la droite est complètement 
déterminé, et la surface engendrée est complètement définie. 

11 faudrait pouvoir, en vertu de ce mode de génération, construire le plan 
tangent en un point de la surface. 

Jusqu'à présent la géométrie descriptive n'a pu , en ne s'appuyant que sur c 
mode de génération , résoudre ce problème. 

On est toujours obligé de chercher sur la surface une seconde courbe passant 
par le point donné et à laquelle on sache construire une tangente. 



(j ' (*) Dans l'ouvrage que j'ai publié sur les engrenages et qui a pour titre : Théorie géométriqtM des 

engrenages destinés à transmettre le mouivement de rotation entre deux axes situés ou non dans un 

, même plan , imprimé en 1842 par Bachelier , j'ai donné la construction de la tangente en un point de 

la développante hyperboloîdique du cercle , en admettant que l'on savait construire la tangente à une 
développante plane , rallongée ou raccourcie du cercle. 



w: 



•'> 



— 6 — 

Constttiction de la tangente â la spirale iArchimide parfaite ou imparfait». 

Le problème que Ton doit se proposert out d'abord est celui-ci : Construire la 
taogente en un point d'une spirale d' Archimède par/ht7e ou imparfaite. 

Pour résoudre ce problème , il suffira de construire l'hélicoide gauche qui a 
pour trace la courbe donnée et ensuite le plan tangent à cette surface pour le 
point donné sur la courbe. 

Or, l"* étant donnée une spirale d'Ârchimède parfaite d, on connaît , je suppose, 
Torigine o de cette courbe, on peut doncpar ce point o élever un axe A perpendicu- 
laire au plan P de la courbe d. Cela fait, on fera mouvoir une droite 9 sur Taxe A 
et la courbe i de manière à ce qu'elle coupe constamment cet axe A sous un 
angle constant, mais arbitraire a; on aura dès lors la surface gauche 0.. 

Cela posé : 

Par le point x de la courbe i Ton fera passer sur la surface 6, une hélice cylin- 
drique H , dont on connaîtra le pas puisque Tangle a est donné , et le rayon 
puisqu'il est égal à la distance du point x à l'axe A , et par suite on connaîtra la 
tangente X au point x de H. Le plan tangent 9 au point x de la surface 6, passera 
donc par X et » et ce plan 9 coupera le plan P suivant la tangente de- 
mandée. 

Or, 2** étant donnée une spirale d'Archimède imparfaite ê ^ on pourra toujours 
concevoir la surface hélicoide D, engendrée par une droite D , se mouvant sur 6 
et sur l'axe A, et de manière que cette droite D coupe, sous un angle constant et 
arbitraire y, l'axe A. 

On pourra toujours tracer sur la surface D, une hélice cylindrique H' dont on 
connaîtra le pas puisque l'angle y est donné, et le rayon puisqu'il est égal à la 
distance du point Xtk l'axe A ; par suite on connaîtra la tangente X' à Thélice H' 
pour le point x,. 

Le plan tangent 9. au point x^ de la surface D. passera donc par X' et D, et ce 
plan coupera le plan P suivant la tangente demandée. 

On voit donc par ce qui précède que les deux courbes, spirale d'Archimède 
parfaite et développante parfaite d'un cercle, tout comme leurs dérivées, spirale 
d'Archimède imparfaite et développante circulaire imparfaite, proviennent de 
l'intersection d'un plan perpendiculaire à l'axe A et de surfaces bélicoïdes gauches 
ou développables, et que la tangente en un des points de ces courbes se cbnstruit 
de la même manière et par le même procédé graphique, au moyen d'un plan 
tangent à une surface hélicoïdale. 
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l*hélice E"", et au contraire une surface héiicoide développable y si cette droite D 
est tangente à Thélice E". 

Or, si Ton se rappelle que la droite D* a été tracée arbitrairement sur le plan 
P , ce qu'on vient de dire aura lieu pour toute autre droite D^ ayant D^^ pour 
projection ; par conséquent on doit conclure : que Ton peut engendrer une 
infinité de surfaces héiicoïdes gauches au moyen d'une droite s'appuyant sur 
deux hélices données, ayant même pa^et même axe. 

Démontrons maintenant que parmi ces héiicoïdes gauches il peut en exister 
un qui soit développable. 

Si la surface héiicoide était développable , la droite D serait tangente à Thélice 
£'' et au point p, et dés lors les tangentes i en m à l'hélice E et t' en m à l'hé- 
iice E' seraient avec la génératrice D dans un même plan T, tangent à la surface 
développable tout le long de la génératrice D. 

Les deux tangentes t eX i! étant supposées dans un même plan T se couperont 
dès lors en un point b dont la projection b^ serait à l'intersection des projec- 
tions t^ et ^^* des deux tangentes. 

Or, si par ce point b on fait passer un plan horizontal Q, il coupera : 

1® L'hélicoîde développable qui a l'hélice E'' pour arête de rebroussement 
suivant une développante K" du cercle E"*. 

2o L'hélicoîde développable qui a l'hélice E pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K du cercle E^. 

3^ L'hélicoîde développable qui a l'hélice E' pour arête de rebroussement sui- 
vant une développante K' du cercle E'*. 

Et il est évident que les deux développantes K et K' se couperont au point b. 

Si donc on décrit sur le plan P : 

1^ La développante K, qui a pour origine le pointa de l'hélice Ë, point situé 
sur le plan P; 

2® La développante K', qui a pour origine le point d de l'hélice E% point 
silué sur le plan P; ces deux courbes K et K' se couperont en un point 6, 
duquel on mènera les deux tangentes i'^ et t^ aux cercles E^* et E^. 

La droite D^^ passant par les points m'^ et m*, qui sont les points de contact 
des cercles et des tangentes, sera la projection de la génératrice droite D de 
la surface hélicoîde développable demandée, et l'on pourra, par ce qui a été 
dit plus haut, construire l'hélice E'\ arête de rebroussement de cette surface 
développable. 

D'après ce que nous venons de dij'e , on voit que : 

10 Toute surface hélicoîde gauche, engendrée par une droite s'appuyant sur 
es hélices données E et E' et sur un cylindre directeur h'" plus petit que le 
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cylindre B" qui contieot l'hélice E", sera coupée par un plan PborizoDiat, ou, en 
d'autres lermes, perpendiculaire à l'axe A, suivant une déveioppaote raccourcie 
du cercle qui sert de base au cylindre directeur B'". 

2* Et toute surface hélicoîde gauche , engendrée par une droite s'appuyani sur 
les hélices données E et E' et sur un cylindre directeur B" plus grand que le 
cylindre B" qui contient l'hélice E", sera coupée par le même plan P, suivant 
une développante ralhngée du cercle qui sert de base au cylindre directeur B". 

3° Et que la surface hélicoîde , engendrée par une droite s'appuyant sur les 
hélices données E et E' et ayant pour cylindre directeur le cylindre B", sera 
la seule qui soit développable et coupée dès lors par le même plan P, suivant 
une développante parfaite du cercle qui sert de base au cylindre directeur B". 

Démontrons maintenant qu'il n'existe jamais, lorsqu'elle existe, qu'une seule 
surface hélicoîde développable, passant par les deux hélices E et E', ces hélices 
ayant mémepoë h et même axe A , et étant d'ailleurs dirigées dans le même sens ; 
et montrons en même temps qu'il peut arriver, suivant les positions respectives 
des deux hélices E et E' , que la surface hélicoîde développable n'existe pas. 

Les deux cercles concentriques E* et £'* (fig. 5) représentant les projections 
horizontales des deux hélices E et E', lesquelles ont même pas et rampent du même 
côté l'une et l'autre sur leur cylindre respectif (le sens de la rotation étant 
indiqué par la flèche z) , construisons la développante complète (i, ^) du cercle 
E*, l'origine ou point de rebroussement de cette développante étant en a; celte 
courbe coupera le cercle E'* en deux points b et b'. 

Or, il est é^dent que si l'hélice E' a son origine sur le plan horizontal P 
placée en d de telle manière que ce point soit situé entre les points 6 et 6', les 
deux branches <f et <f de la développante du cercle E'*, dont l'origine ou point 
de rebroussement sera en d, ne rencontreront pas , soit la branche d, soit la 
branche ^ de la développante du cercle E*. 

Pour que cela ait lieu , il faut que l'origine de l'hélice E sur le plan horizon- 
tal P, soit en b oub' , ou bien en un point k plaoé au delà de b ou en un point 
k' situé en deçà de b'. 

Alors la branche f, de la développante de E^ (l'origine de l'hélice E' étant en 
k sur le plan P) coupera la branche d en un point p; ou ta branche <f', de la 
développante de £'* (l'origine de l'h^ice Ë' étant en k' sur le plan P) coupera 
la branche ^ en un point p'. 

On voit donc très-clairement, que tant que l'origine de l'hélice E' sera située 
en un point de l'arc bb' , il sera impossible de placer les deux hélices E et E sur 
one surface développable; mais que pour toutes les auties positions de l'origine 
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de l'hélice L', on trouvera une surface dé veloppable , et une seule, passant par les 
deux hélices E et E". 

Remarquons que lorsque l'origine de Thélice E' sera en 6 ou 6', rbélice E 
sera Tarête de rebroussement de la surface développable cherchée, et que si 
l'origine de Thélice E' est située en i ou fc' , Tarôte de rebroussement de la sur- 
face développable cherchée sera une hélice qui se projettera sur le plan P, sui/- 
vant un cercle d'un rayon plus petit que celui du cercle E*. 

Et dès lors, si l'origine de l'hélice E' étant placée comme en d, la surface 
développable cherchée pouvait exister, son arête de rebroussement serait une 
hélice dont la projection sur le plan P serait un cercle d'un rayon plus grand que 
celui du cercle E*, en sorte que l'hélice E ne pourrait évidemment être située 
sur celte surface développable en même temps que l'hélice E'. 

Remarque. La solutipn du problème précédent peut trouver son application 
dans la coupe des pierres, lorsqu'il s'agit de douelles rampantes. 

Ainsi, dans le cas d'une vis St.-Gilles, où la douelle est une surface annulaire 
rampante, et où les arêtes de douelle sont des hélices cylindriques de même pas 
et tracées sur des cylindres concentriques de rayons différents, on peut préférer 
employer pour surface de joint une surface développable à une surface gauche. 

H faut donc, dès lors, savoir faire passer par deux hélices cylindriques de 
même pas et dirigées dans le même sens , une surface hélicoide développable , et 
reconnaître si le problème est possible avec les données. 

Et comme en coupe des pierres, il vaut mieux employer des surfaces de joints 
développables que des surfaces gauches, parce que la taille des pierres est plus 
précise et qu'il est important pour la solidité des voûtes que ]es joints soient taillés 
avec soin , on voit que le problème précédent n'est pas sans intérêt pour la pratique. 

Des développantes rallongées et raccourcies â double courbure. 

Nous avons vu ci-dessus , qu'outre la développante parfaite d'un cercle , il 
existait une infinité de développantes bnparfaites de ce même cercle , ces déve- 
loppantes rallongées ou raccourcies étant planes , étant tracées sur le plan du cercle. 

Mais si l'on considère la développante du cercle comme étant la développante 
d'une hélice cylindrique, alors on peut arriver à des développantes imparfaites 
de l'hélice cylindrique, courbes qui pourront être rallongées ou raccourcies et qui 
seront à double courbure. 

Et en effet : 

On sait qu'une courbe plane d a une infinité de développées qui sont des 
hélices, tracées sur le cylindre ayant pour section droite la développée plane de 
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cette courbe i. Si donc dous considérons la courbe 3 développante parfaite d'un 

cercle C, toutes les développées de S seront des hélices E, E', E", tracées 

sur le cylindre B ayant le cercle C pour section droite. 

Considérons une de ces hélices et ainsi l'hélice E par eiemple. 

Lespoinlsni, ,m', , m". de l'hélice E (^^^r. i), équidislants entre eux sur cette 

hélice, se projetteront orthogonalement en m, m , m" sur le cercle C, 

projection orthogonale de l'hélice E, et ces points m, tn , m", seront aussi 

équidistants entre eux. 

Les génératrices G, G', G" de l'hélicoîde développable 2 ayant la courbe E 

pour arête de rebroussement se projetteront suivant les tangentes au cercle C , 

savoir : en ml, m'i', m"r" et si l'on conçoitpar la développante imparfaite et 

raccourcie et plane € un cylindre vertical , il coupera la surface 1 suivant une 
courbe y à laquelle nous donnerons le nom de développante imparfaite et raccourcie 
de l'hélice E. 

De même, si l'on conçoit par ta développante imparfaite et rallongée e t plane 6' 
un cylindre vertical , il coupera la surface £ suî^'ant une courbe y à laquelle 
nous donnerons le nom de développante imparfaite et rallongée de Thélice E. 

Et il est évident que les courbes y et y' seront des courbes à double courbure. 

Gela posé : 

Il est évident que si l'on désigne par y, y, y" les points de la courbe y 

qui se projettent en x , x, x ... sur la courbe 6, on aura (jSj. 1): 



xm ym, x'm' ^m', 

et ainsi de suite. 

En sorte que la construction de la courbe y ou y' sera la même sur la surface 1 
quecelle employée sur le plan horizontal P, pour obtenir les courbes € et S'. 

C'est ici le lieu d'entrer dans quelques nouveaux détails touchant la génération 
de ces courbes 6 et 6', y et y. 

Concevons deux cylindres B etB'de révolution tangents l'uo à l'autre^suivant 
unegénératriceL, et ayant pour section droite, le premier un cercle C du rayon R, 
et le second un cercle G' du rayon R'. 

Enrouions sur le cercle C un fil/ et sur le cercle G' un fil /'. 

Supposons que ces deux fils sont fixés , le premier au cercle C par une de ses 
extrémités, et le deuxième au cercle C et aussi par une des ses extrémités, et de 
manière à ce que lesdeux bouts libres se confondent et soient dirigés dans le plan 
des deux cercles suivant la tangente commune à ces deux cercles. 

Supposons que les cercles C et C' restent fixes, et que le cylindre B tourne 
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autour de son axe, le fii / s'enroulera ou se déroulera de dessus le cercle C, 
et un de ses points décrira sur le plan P une développante parfaite du cercle C, 
en supposant que ce plan P tourne autour de Taxe du cylindre B, et en sens 
inverse et avec la même vitesse de rotation imprimée au cylindre B. 

Supposons maintenant que les deux fils sont noués et que le nœud soit le point 
du (i\f, qui décrive sur le plan P la courbe demandée. 

Si les deux cylindres B et B' tournent en sens inverse (en les supposant extérieurs 
Tun à l'autre ) et que leurs vitesses soient dans un rapport inverse des rayons R 
et Wy les deux fils/et/' s'enrouleront ou se dérouleront en restant juxtaposés, 
et le nœud décrira la développante parfaite du cercle G, si Ton suppose que le 
plan P tourne en sens inverse du cylindre B et autour de son axe avec la vitesse 
imprimée au cylindre B. 

Mais si , tout restant dans les mêmes conditions, on imprime au cylindre B une 
vitesse plus petite ou plus grande, soit dans le même sens, soit en sens inverse, 
alors le nœud sera forcé de décrire une courbe différente. 
En définitive, tout peut se réduire à ceci : 

Supposer que le cylindre B tourne d'un angle a et dans un temps t , de droite 
à gauche, puis, que dans le même temps /, il tourne d'un angle a, de gauche à 
droite; un point m du fil /décrira les développantes diverses du cercle C. 

Le point m décrira une développante parfaite si «,=0, une développante im- 
parfaite si a, est > 0. La développante imparfaite sera rallongée si l'angle a, est 
décrit en sens inverse de l'angle a ; la développante imparfaite sera raccourcie si 
l'angle «. est décrit dans le même sens que l'angle ». 
Dès lors on voit que Ton devra avoir a^=iTna,* 

D'où l'on déduit ^^^^' = constante == K et ^^^' e= constante = K, (*). 

Ce qui vient d'être dit nous servira lorsque nous examinerons les développantes 
sphériques. 

D'après ce qui a été dit plus haut, il est facile de reconnaître que si l'on coupe 
l'hélicoïde développable par une suite de plans parallèles entre eux et perpendi- 
culaires à Taxe du cylindre sur lequel rampe rhélice arête de rebroussement de 
la surface , toutes les sections seront des développantes parfaites et circulaires , et 
que si Ton coupe les hélicoides gauches par des plans perpendiculaires à l'axe de 



(*) Ou plus simplement : supposons que le cercle G tourne autour de son centre o avec une vitesse 
uniforme v , et que son plan P tourne en sens inverse autour du même point o et avec une vitesse uni- 
forme v'i un point m du fil f enroulé sur le cercle C décrira sur le plan P une développante parfaite 
si l'on a t = t', rallongée si Ton a t < tj' ;et raccourcie si Ton a tj> t' ; le point m se mouvant sur la 
ligne f qui a une direction invariable et qui est tangente au cercle C. 
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ce cylindre les sections seront des développantes imparfaites, et qui seront rai* 
longées ou raccourcies suivant l'angle sous lequel les génératrices de rbéiieôïde 
coupercftit les génératrices de ce cylindre. 

Ainsi , Ton peut dire : 

i^ Si Ton se donne deux plans parallèles P et P% et sur Fun P la dévelop* 
pante parfaite i d*un cercle C, et que Ton fasse mouvoir une droite d'une lon- 
gueur constante D de telle manière qu'elle soit toujours , pendant son mouve^ 
ment, tangente au cylindre B qui a pour section droite le cercle C, l'une de 
ses extrémités décrivant sur le plan P la courbe d, l'autre extrémité décrira sur 
le plan P' une développante parfaite d. identique à d; et la courbe, lieu des 
contacts de la droite D et du cylindre' B, sera une hélice E à laquelle cette 
droite D sera constamment tangente. 

2^ Si l'on se donne deux plans P et P' parallèles , et sur l'un P la développante 
imparfaite, raccourcie 6 on rallongée 6' d'un cercle C, et que l'on fasse mou- 
voir une droite d'une longueur cx>nstante D , de telle manière qu'elle soit ton-» 
jours, pendant son mouvement, tangente au cylindre B qui a pour section 
droite le cercle C, l'une de ses extrémités décrivant sur le plan P la courbe 6 
ou la courbe 6', l'autre extrémité décrira sur le plan P' une développante 
imparfaite , raccourcie 6, ou rallongée S^, , identiques , la première à 6 et la 
seconde à 6"; et la courbe, lieu des contacts de la droite D et du cylindre B , 
sera une hélice E , que la droite mobile coupera sous un angle constant. 

3^ Si sur un hélicoîde développable2, on trace une développante parfaite $ 
de l'hélice E, arête de rebroussement de la surface 2, et si l'on porte sur les 
diverses génératrices droites de cette surface 1 une longueur constante à partir 
des divers points de la courbe d , on tracera .sur la surface 1 une dévelop- 
pante parfaite d. identique à d. 

4® Si sur cette même surface développable 1 on trace une développante 
imparfaite à double courbure, raccourcie y ou rallongée y , et que l'on porte 
sur les diverses génératrices droites de la surface 1 une longueur constante à 
partir des divers points de la courbe y ou de la courbe y , on tracera sur 
celte surface développable 2 une développante imparfaite à double cour- 
bure, raccourcie y, identique à la courbe y, ou rallongée y, identique à la 
courbe y. 

Tout ce qui précède peut être généralisé, car il est évident que tout ce que 
nous venons de décrire aurait lieu , quelle que fût la section droite du cylindre 
B ; mais alors les sections 3 et 3^,, y et y. , y' et y, , 6 et 6. , 6' et 6'. ne seraient 
plus des courbes identiques , parce que le cercle est la seule courbe plane , 
et l'hélice cylindrique circulaire est la seule courbe à double courbure , pour 
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lesquelles les développantes soot toutes identiques , quelle que soit la position 
de Torigine de la développante sur sa développée. 

Remarque. Dans Tengrenage de force , destinée trai^sineltre le mouvement de 
rotation entre deux axes non situés dans le même plan, on retrouve les déve- 
loppantes imparfaites à double courbure, celles qui sont raccourcies. (Voir le 
modèle fonctionnant de ceX engrenage , que j*ai fait exécuter pour les collée* 
tions de l'École polytechnique et du Conservatoire des Arts et Métiers. ) (*) 

On sait que dans cet engrenage : 

i^ La dent d'une des roues est terminée par une surface cylindrique Bayant 
pour section droites une développante parfaite d'un cercle; et que la dent de 
l'autre roue est terminée par une surface hélicoîde développable Z. 

2^ Ces deux surfaces B et 2 se mettent successivement en contact par leurs 
génératrices droites. 

{^endant le mouvement de rotation, la section droite du ey4indre B laisse pour 
trace sur la surface hélicoîde 2, une développante raeoaurcie à double courbure. 

Des spirales imparfaites d'Archimède. 

Tout ce que nous avons dit plus haut sur les développantes parfaites et im- 
parfaites du cercle, s'applique, mot à mot, aux spirales d'Archimède parfaites 
et imparfaites. 

Ainsi nous pouvons énoncer ce qui suit : 

1«> Outre la spirale parfaite d'Archimède, il y a deux espèces de spirales 
imparfaites , l'une rallongée et l'autre raccourcie et toutes deux planes ; elles 
se construisent de la même manière que les développantes imparfaites du 
cercle. 

2* Si l'on fait mouvoir une droite D sur une spirale parfaite d'Archimède i 
et sur un axe A perpendiculaire au plan P de la courbe d (la droite D coupant 
l'axe A sous un angle constant) on engendre une surface hélicoîde gauche 2; 
et la spirale à double courbure rallongée ou raccourcie tracée sur la surface 
2 , aura pour projection , sur le plan P , une spirale plane d'Archimède ral- 
longée ou raccourcie. 

3*^ Si l'on a deux plans P et P' perpendiculaires â Taxe A , et que l'on fasse 



(*) On peut lire à ce sujet le chapitre II de la Théorie géométrique des engrenages destinés à 
transmettre le mouvement de rotation entre deux axes situés ou non situés dans un même plan, que 
j^aî publiée en 184?. 
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cette courbure est tracée sur une surface hélicoide gauche ayant Taxe A pour 
directrice, et que cette courbe y a pour projection une spirale plane et imparfaite 
d'Archimède 6, et que l'on sait construire la tangente en un point de celte 
courbe 6, ainsi qu'on Ta dit au commencement de ce chapitre, nous construirons 
à la surface hélicoîde le plan tangent T pour le point considéré sur la courbe y ; 
puis menant un plan vertical Q par la tangente à la courbe 6 , Tintersection des 
deux plans T et Q sera la tangente demandée (*). 

Passons maintenant aux développantes sphériques rallongées et raccourcies, et 
établissons les analogies géaméiriques qui existent entre ces courbes et celles que 
nous venons d'étudier. 



S". 

Des développantes sphériques rallongées et raccourcies. 

Dans le mémoire sur les épicycloides sphériques que j'ai publié dans le 
23' cahier du Journal de l'École polytechnique , j'ai donné la génération de la 
développante sphérique, en considérant cette courbe comme une épicycloîde 
particulière; et en vertu de ce mode de génération j'ai démontré que l'enveloppe 
des plans normaux de cette courbe était îine surface conique de révolution ayant 
son sommet au ceptre de la sphère sur laqpelle la courbe était tracée et pour 
base le cercle fixe sur lequel roulait un grand cercle de la sphère, un point de 
ce grand cerle engendrant la développante sphérique. 

Mais il est facile de reconnaître que la développante sphérique peut être en- 
gendrée d'une autre manière. 

Et en effet : 

On se /appelle que, Monge a démontré que toute courbe à double courbure C 
avait une infinité de développées qui étaient toutes des hélices tracées sur la sur- 
face développable enveloppe de l'espace parcouru par le plan normal à cette 
courbe C. 



(*) On doit comprendre que lorsque notu considérons trois spirales d^Archimède^ Pane intermé- 
diaire dile parfaite et les deux antres dites imparfaites y ces trois spirales ne doivent être considérées, 
deux d*entre elles comme imparfaites par rapport à la troisième occupant la position intermédiaire , 
que par analogie géométrique ; car ces trois courbes , considérées séparément , sont trois spirales ayant 
la même équation , savoir : pe=a(^, dans laquelle te coefficient a prend une valeur particulière pour 
chacune des trois courbes spirales. 
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Dès lors, on voit que si, par un point de la développante spliérique C, on 
mène une doite K quelconque , mais tangente au cône D enveloppe des plans 
normaux de la courbe C, et qu'on plie librement cette tangente K sur ce cône D , 
on formera une hélice conique E qui sera la développée de la courbe C. 

Ainsi , si Ton considère la surface développable 1 formée par toutes les tan- 
gentes K à une hélice conique E ( le cône sur lequel cette hélice E est tracée étant 

de révolution) , toute courbe G tracée sur cette surface 1 et coupant ses gêné- , 

ratrices K sous l'angle droit sera une développante sphérique. |l 



Tracé mécanique de la développante sphérique sur la surface concave d'une sphère. 
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Ce qui précède nous permet de tracer sur la surface concave d'une sphère une 
développante sphérique, par un mouvement continu et d'une manière très- :^1 

simple et très-commode pour la pratique. 

Et en effet: 

Imaginons une demi*sphère creuse S et un cône solide de révolution B, ayant 
son apothème égal en longueur au rayon de la sphère , et pour base un cercle 
d'un rayon arbitraire. 

Plaçons le cône B dans la demi-sphère creuse S^ de manière que son cercle- 
base s'applique exactement sur la surface concave de la sphère ; dès lors lecentre 
de la sphère et le sommet du cône* coïncideront. 

Cela iait, plions sur le cône B une bande de parchemin , cette bande s'enrou- 
lera sur le cône sans déchirure ni duplkatare, et chacun de ses bords tracera sur 
le cône une hélice conique; et si Ton s'arrange de manière à ce que l'extrémité 
dû parchemin vienne aboutir précisément en un point du cercle-base du cône; 
en dépliant le parchemin et le tendant , cette extrémité décrira sur la sphère 
creuse une développante sphérique. 

D'après ce qui a été dit ci* dessus, on peut facilement déduire ce qui 
suit : 

V Si l'on a un cône de révolution B et si on le coupe par une suite de plans 

perpendiculaires à son axe, on obtiendra une suite de cercles V, V% V' 

dont les rayons seront entre eux comme les distances du sommet du cône aux 
centres de ces cercles , ou, en. d'autres termes, comme les parties de l'apothème 
comprises entre le sommet du cône et les différents plans sécants. 

Désignant donc le sommet du cône par a , et par A, b\ A" les points en \]^ 

lesquels l'apothème G du cône B se trouve respectivement coupé par les plans 

3 
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des cercles V, Y, V" et désignant par R , R', R" les rayons de ces cercles , 

on aura : 

R _ B[ _ R" _ 

ab'^ al/'^W^ ^*^ 

Cela posé : 

Concevons le. plan T tangent au cône B suivant l'apothème ou génératrice G , 
et traçons dans ce plan T une suite de cercles ayant le sommet a pour caitre 

commun et pour rayon les droites aé, ab', ah" et désignons ces cercles par 

Q,Q',Q" 

On voit de suite que les cercles V et Q sont en contact par le point b\ que les 
cercles V et Q' sont en contact par le point b[^ et ainsi de suite. 

Maintenant, si Ton suppose que tous les cercles Q, QS Q'^ roulent ensemble et 

en même temps sur les cercles V, V, V" les points A, b\ b" décriront 

chacun une développante sphérique. 

Et ainsi, le point b décrira la développante y qui sera située sur la sphère S 
ayant ab pour rayon et le point a pour centre. 

Le point if décrira la développante y' qui sera située sur la sphère S' ayant ob' 
pour rayon et le point a pour centre, et ainsi de suite. 

Et comme, en même temps que le cercle Q roule sur le cercle V, les autres 

cercles Q', Q'' roulent sur les cercles \', Y' en décrivant autour do Taxe 

du cône B le même angle en vertu des équations (i), on voit que toutes les déve- 
loppantes y, f\ y" seront placées sur un cône épicyeloîdal ayant le point a 

pour sommet. 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

\. Lorsque l'on a une suite de développantes sphériquesy, y', y'', ayant 

une même surface conique B pour enveloppe de leurs plans normaux , et coupant 
cette surface conique B en des points 6, b'j b'\ situés sur une même géné- 
ratrice G de ce cône B , toutes ces courbes y , y' 9 y% sont situées sur un même 

cône U, qui a pour sommet le sommet dû cône B. 

Analogie géoméirique. Si l'on suppose que le cône B devienne un cylindre de 
révolution B, , alors les courbes à double courbure y, y', y" deviennent des déve- 
loppantes planes y,, y',, y'',. Et comme, dans ce cas, on a : 06 =a6'=a6"= rinfini , 
etqueR=R'=R'^=con«tonte, dés lors, les développantes planes y,, y',, y\ sont 
des courbes identiques et situées dans des plans parallèles et elles percent le 
cylindre B, en des points 6,, é',, b'\ qui sont situés sur une même génératrice G. 
de ce cylindre B.; et le cône épicycloidal U devient un cylindre U. sur lequel se 
trouvent situées toutes les développantes planes et circulaires y,, y',, y",. 
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Oo peut encore déduire ce qui suit : 

2* Étant dooné un cône de révolution B , ayant tracé sur ce cûne une hélice 
£ , et ayant construit la surface développable X formée par les diverses tan- 
gentes K, de l'hélice E; si l'on (»upe la surface 1 par une suite de sphè- 
res concentriques S, S', S", ayant pour centre commun le sommet a du cône 
fi , les courbes de sections obtenues y i 7' > y" » seront des développantes sphéri- 
ques ; et l'hélice E sera coupée par la courbe y en un point d , par la 

courbe /en un point et et ainsi de suite; ces points d, tt, étant les points 

de rebroussement ou les origines des courbes 717', y"- 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

II. Si l'on a une suite de développantes sphériques 7, 7', y", ayant une 
même surface conique de révolution S pour enveloppe de leurs plans normaux ; 
si ces courbes coupent le cône B en des points d, tf,tt', situés sur une hélice 
E tracée sur ce cône 6j toutes les courbes 7. yS 7" seront situées sur une 
surface développable 2, ayant l'hélice E pour arête de rebroussement. 

Analogie géométrique. Et si l'on suppose que le cône B devienne un cylindre de 
révolution B,, alors les courbes à double courbure 7, 7', 7" deviennent des 
développantes planes ^ circulaires; et les points d, d*, d", sont situés sur une 
hélice £, tracée sur le cylindre B, ; et la surface 2 devient un hélicoide dévelop- 
pable 1, , ayant l'hélice E, pour arête de rebroussement. Dans ce cas, les sphères 
S , S', S", deviennent des plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l'axe 
du cylindre B, (*). 

Examinons maintenant les développantes sphériques raltongées et raccourcies. 

Concevons le cône de révolution B, enveloppe des plans normaux d'une déve- 
loppante sphérique; la base de ce cône étant le cercle C, son sommet étant 
au point a , son axe étant la droite oa qui unit le sommet a et le centre du 
cercle-base C (fig, 6). 

Imaginons le plan T , tangent au cône B suivant une de «es génératrices ab ; 
et dans ce plan T, traçons le cercle L tangent en b au cercle C , ayant son centre 
au sommet a , et ayant dés lors pour rayon la droite <é. 

Cela fait : 

Concevons que le point m du cercle C est l'origine de la développante 



C) C«rim plan est rigonreiuemait une iphére deraj'on inBiii; car une nutedetphèreaconcdutriqucs 
te Iruuformentennneiaite de plans pwallèlefl, loiiqn'on mppose qne leor GMitrs«MnnnDMt tr«iu- 
porté à rinfini ; et comme le* ■phèr«s conceutriqnes coupaient «on» l'angle droit l'aie du cAae B , il hut 
qne k* plaoe panJWie» CŒipent anni loni l'angle droit l'axe do cylindre B , , ai CanOlogie géomitrifUê 
existe ; et c'ert ce qni a lien ea effet. 
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spliérique 3, dès lors si, sur le cercle L , on prend un point x tel que Ton ait : 

Arc rectifié ^m= arc rectifié bx^ 

Le point x appartiendra à la développante sphérique d. 

Supposons maintenant trois positions du plan T, et par suite trois positions du 
cercle L (en supposant que le cercle L a roulé sur le cercle C, pour passer suc- 
cessivement en chacune de ces trois positions). 



Nous aurons- le plan 



T langent au cône B suivant'o^ 

ab' 



r 



Nous aurons dans le plan 



T le cercle 



06"; 

L tangent au cercle G au point 
L' — 



//• 



b 

b' 

b\ 



Supposons que lès arcs bb\ b'b" du cercle C sont égaux entre eux ; dès lors les 
plans T et T% T' et T'' feront entre eux des angles dièdres égaux ; dès lors aussi 
les génératrices a6 et a6% a6' et cb" comprendront entre elles des angles égaux. 

Gela posé : 

Si sur le cercle M on prend : arc rectifié 6V = arc rectifié b'm ; 

Si sur le cercle L" on prend : arc rectifié b"x = arc rectifié b"m , on placera 
sur le cercle \1 un point a! ^ et sur le cercle M' un point a!\ tels que ces points 
appartiendront à la développante sphérique d. . . 

Arc \ix 

Si maintenant je prends, sur le cercle L, un point y tel que Tenait : . = 
une constante K ; 



sur le cercle L", un point y' tel que l'on ait : 



arc 6 V 



,= Kj 



arc t'y 

arc V^aP 
et sur le cercle L", un point y" tel que Ton ait : — -^, = K; 

tous les points y^ v[ ^ y' formeront une courbe 9 tracée sur la sphère S , qui a 
son centre au point a et 06 pour rayon ; et cette courbe 9 qui aura son origine 
ou son point de rebroussement situé en m sur le cercle C, sera une développante 
sphérique imparfaite. 

Si K est > 1, les points y, y , y" seront placés respectivement entre les 
points xeibj X el b\ x" et b" , et la courbe <p sera dite développante sphérique 
raccourcie. 

Si K est < 1 , les points y , y 9 y" seront placés au delà des points x, x ^x\ 
par rapport aift points b^ b\ b'\ et la courbe f sera dite développante sphérique 
rallongée. 

Si K c= 1, alors les points ^ et y, x' et y% x" et y" se confondent, et les 
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•deux courbes 9 et d ne forment plus qu'une seule et même courbe (lui esl la dé- 
velappanie 9phéri^ue parfiAte. 

On voit de suite Tanalogie qui existe entre la construction des développantes 
sphériques imparfaites et colle des développantes planes imparfaites, les droites xm^ 
xm'(fig, 1) sont remplacées par les arcs yb , y'b' (fig. 6), 

Maintenant, si par le point x et dans le plan tangent T on mène une droite 
ari)itraire xp et coupant la génératrice ab au point p, et si l'on plie librement 
cette droite sur le cône B , on aura l'hélice conique E qui passera par le point 
m du cercle G, et qui coupera les génératrices ab^ au point p\ ab" au point 
p^'; et les droites px, p'x , p"x" seront des tangentes à l'hélice E , aux points 

P> P > P • 

Si l'on unit le sommet a aux points 9, y\ y\ les droites ay^ ay , ay" cou- 
peront respectivement les droites px, p'x , p'V aux points %, «', 2'' qui forme- 
ront une courbe 7 tracée sur la sur&ce hélicoîde développable 2 ayant l'hélice 
E pour arête de rebroussement , et cette courbe 7 aura son origine ou son point 
de rebroussement situé en m sur le cercle G. 

Nous donnerons à cette courbe 7 le nom dedéveloppantehélicO'Sphériqtte imparfaite. 

Il y aura des développantes hélico-sphériques rallongées ou raccourcies , suivant 
que la courbe 7 sera l'intersection delà sur&ce hélicoîde 2 par un cône ayant 
pour directrice une développante sphérique raUongée ou raccourcie , et pour som: 
met le point a (sommet du cône B). 

On voit de suite P analogie géométrique qui existe entre la construction des 
développantes hélico-sphériques imparfaites et celle des développantes imparfaites 
à double courbure : les premières se projettent coniquement et orthogonalement 
sur la sphère S , suivant des développantes sphériques imparfaites , tout comme 
les secondes se projettent cylindriquement et orthogonalement sur le plan de 
section droite du cylindre B, , Suivant des développantes p/an^^ imparfaites. 

Cela étant établi : 

Décrivons dans les plans tangents T, T' , T" des cercles L., L', , L'\ du point 
a comme centre , et avec az, axf, az" pour rayons. 

Le cercle 



L. coupera la droite 

L/ — 

W - 



ax au point 



ax 



ax 



n 



It et la droite 
// - 

ir - 



ab au point 
ab' — 
ab" — 



». 

t 
». 



tr 



Et comme les eercles L et L,, L' et L', , L'' et V\ sont deux à deux dans un 
même plan et sont concentriques , on aura évidemment : 



arc 6a? arc r>JL. arc vlll arc t?/'i " 



arc Ay arc vji arc ^/«' arc t?, V' 



==ctc.=K 
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On peut donc conclure ce qui suit : 

m. l*" Si du point a sommet du cône B , comme centre , on décrit une suite 
de sphères S, S', S" coupant la courbe y (développante hélico-sphérique impar- 
faite) en les points z^ z\ i!'\ 

2" Si l'on mène par les points 2, s", ^' des plans T, T', T'^ tangents au cône 
B , lesquels toucheront ce cône suivant les génératrices H , H' , H"" , et lesquels 
couperont , savoir : 

Le plan T, la sphère S suivant un cercle L, du rayon oz; 
Le plan T', la sphère S' suivant un cercle L\ du rayon œi \ 
Le plan T", la sphère S" suivant un cercle \J' , du rayon œi' ; 

V Si on trace sur la sphère S la développante sphérique d passant par le point 
%\ sur la sphère S", la développante ^ passant par s'; et sur la sphère S'^ la déve- 
loppante f passant par &'', 

Ces développantes d, ^ ^^' viendront couper le cône B en des points /, t , r , 
qui seront en ligne droite. 

Ces points /, f yf' seront les origines ou points de rebroussement des courbes 

On peut de suite reconnaître les nouvelles anatogieê géométriques qui existent 
entre les développantes hélko^sphériquei raUongées ou rt^caurdei et les dévelop- 
pantes à double courbure rnUongée ou raccourcie. 



Analogies géomélrifpm. 

Et en eflet : 

Lorsque le cône B devient un cylindre B,, les sphères S, S^ S"' deviennent des 
plans parallèles entre eux et perpendiculaires à Taxe de ce cylindre B.. 

Les cercles L, h\ h" deviennent des droites parallèles entre elles et perpen- 
diculaires à l'axe du cylindre B,» et les développantes sphériques d, H, 3>' deviennent 
des développantes planes ayant leurs origines ou leurs points de rebroussement 
placés en ligne droite et sur une génératrice droite du cylindre B,. 

Étant donné un cône de révolution B dont le demi-angle, au sommet, est é^al 
à co, menons par son axe A un plan sécant Y, ce plan coupera le cône suivant 
deux génératrices G et 6. qui comprendront entre elles un angle égal à 2». 

Imaginons le plan T tangent au cône B suivant la génératrice G , et plaçons 
dans ce plan T une droite K perpendiculaire à G et la coupant en un point p 
distant du sommet a du cône B d*une quantité égale à X. 

Si nous plions librement la droite K sur le cône B, nous obtiendrons une hélice 
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conique E , dont les ares de droite et de gauche , par rapport au point p , vien- 
dront se croiser en un point p, de la génératrice G, pour continuer à serpenter à 
droite et i gauche de cette génératrice G. sur le c6ne B. 

Le point p est dit mmmei de Thélice conique; la distance du point p, au sommet 
a du cône B est dite pas de la première circonvolution de l'hélice; et la distance 
^ est dite raifon de l'hélice. 

Or , il est évident que lorsque Ton connaîtra Tangle ca du cône B et le raym de 
rhélice conique, cette courbe sera complètement déterminée. 

Imaginons l'hélice E et ses diverses tangentes K ; je dis que toutes les droites 
K sont tangentes à une q[)hère S , décrite du sommet a du cône B comme centre, 
et ayant pour rayon le rayon de l'hélice E. 

Enelfet: 

Si l'on conçoit une suite de plans tangents T , T% T'' au cône B , chacun de 
ces plans contiendra une tangente K , K\ K'^ de l'hélice E ; et lorsque l'on déve- 
loppera le cône B sur le plan T , Thélice E se transformera en sa tangente K ; 
de même , si l'on développe le cône B sur le plan T' y l'hélice E se transformera 
en sa tangente K' et ainsi de suite. Et il est bien évident que si Ton abaisse, dans 
le développement du cône sur un de ses plans tangents et du sommet a de ce 
oône^ une perpendiculaire sur K, puis sur K' et ainsi de suite» toutes ces per- 
pendiculaires seront égales entre elles. 

Ainsi, si l'on conçoit la sphère S, le plan.T coupera cette sphère suivant un 
grand cercle D qui sera tangent à K; le plan T' coupera cette sphère suivant un 
grand cercle D' qui sera tangent à K' ; et ainsi de suite. 

Cela posé: 

Gomme on sait que le plan osculateur en un point x d'une hélice E est per- 
pendiculaire au plan tangent T à la surface développable 2 sur laquelle cette 
hélice E est tracée (ce plan T étant construit pour le point a;), on en conclut 
que la droite K sera tangente à la sphère S; car le plan osculateur de l'hélice E, 
lequel est mené par la tangente K , étant perpendiculaire au plan tangent T , sera 
langent à la sphère S et an point où la droite K touche le cercle D. 

Ainsi on peut énoncer le théorème suivant. 

Théorème : Toutes les génératrices droites d'une surface hélic&ide développable, ayant 
une hélice conique E pour arête de rebroussement , sont tangentes à une sphère ayant 
pour rayon celui de l'hélice E, et pour centre le sommet du cône B de révolution sur 
lequel l'hélice E se trouve placée. 

Le théorème précédent est général, en ce sens qu'il est vrai quelle que soit la 
base ou courbe directrice du cône B. 
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De ce qui précède on peut déduire ce qui suit : 

i"* Étant donné un cône de révolution B et deux sphères S et S' ayant pour 
centre commun le sommet a du cdne B, si Ton trace sur la sphère S une déve- 
loppante sphérique d, pour laquelle Tenveloppe de ses plans normaux sera le 
cône B et si Ton fait mouvoir une droite K s'appuyant : i"" sur la développante 
sphérique i ; 2"* tangentiellement au cône B ; et 3"* tangentiellement à la sphère 
S'; les diverses droites R seront coupées par la sphère S en des points qui for- 
meront une seconde développante sphérique d, , et les parties interceptées par la 
sphère S, sur les diverses droites K, seront toutes égales entre elles. 

2"" Si Ton fait mouvoir tangentiellement à une hélice conique E tracée sur un 
cône B de révolution, une droite d'une longueur constante R, Tune des extré- 
mités de cette droite K décrivant une développante i de Thélice E , Tautre ex- 
trémité de cette droite K décrira une seconde développante d. de Thélice E, et 
les deux courbes d et d, seront situées sur une sphère S ayant son centre au som- 
met du cône B. 

3* Si l'on fait mouvoir une droite G , s'appuyant tangentiellement sur un 
cône de révolution B et sur une sphère S' ayant pour centre le sommet do 
cône B, si l'une des extrémités de cette droiteG décrit une développante sphérique 
rallongée tf ou raccourcie 9 tracée sur une sphère S concentrique à la sphère S', la 
surface gauche décrite par G sera coupée par la sphère S et par toutes les sphér 
res concentriques à S et S% suivant une développante rallongée 9, ou raccourcie 
(p\. Les points de contact de la droite mobile G et du cône B formeront une 
courbe E, dont il faut déterminer la nature géométrique. 

Je dis que la courbe E n'est autre qu'une hélice tracée sur le cône B. 

Et en effet : 

L'équation de la droite A (fig. 7) est en coordonnées rectangulaires : 

y = — m . x+ b (2) 

Pour avoir l'équation polaire de la droite A (prenant l'origine des coordonnées 
rectangulaires pour pôle et Taxe' des x pour l'origine des angles a), il faudra 
remplacer dans l'équation ( 2 ) 

y par (p sin a), et x par (p cos a) , 
et Ton aura : 

p ( sin a -f- m COSa)=^b (3) 

pour l'équation polaire de la droite A. 
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Dès lors l'équation (5) deviendra : 



Ou 



P ( ^^^ X- ^^^ ■" + ^^^ X- ^^^ "") ^^ ^ (6) 



Et comine l'angle y(^ est constant, d'après ce qui a été dit plus haut, on 
peut représenter cos x par une constante M, et sin i par une constante N; et 
Ton aura : 






On voit de suite que l'équation (7) est de même forme que l'équation (3). 

Ainsi l'équation (7) est l'équation polaire d'une droite ; ainsi ia courbe lieu 
des points p (après le développement du cône B sur son plan tangent T J est 
une droite. La courbe E , lieu des points de l'espace , est donc une hélice 
conique. 

Si dans l'équation (7) on fait varier la quantité /t, on fera varier le rapport 

t; et la courbe E, tout en restant une hélice conique, changera de place 

sur le cône B. 

Or, si Ton fait varier n , on voit de suite que chacune des droites lieu des 
points p, passera par le pointa;^ ou, en d'autres termes, que toutes les hélices 
coniques E couperont le cercle C, base du cône B (fig. 6), en un même 

point. Car, si dans l'équation (7) on fait —^=0, on aura : 

R R 

p i=2 -- OU p = 

•^ M "^ cos &> 

Et quelle que soit la valeur que Ton attribue à la quantité n, dans l'expression 

•^ et dans l'équation (7), on aura toujours une équation de la forme p (sin a + 

m. cos a) = 6 j et quelles que soient les valeurs attribuées à m et à 6 dans cette 

équation, on aura toujours — égale à une quantité constante, puisque ce point 

X {fig. 8) sera un point fixe par lequel passeront toutes les droites représentées 
par cette équation. •♦ 
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On voit aussi que les sommets q {fig. 8 ) des diverses hélices coniques E, que 
Ton obtiendra en faisant varier n , sont distribués sur la courbe lieu des cen- 
tres de courbure de la développante sphérique S décrite par le point a;, courbe 
qui (ainsi que nous le savons) se transforme en un cercle tracé sur ax , comme 
diamètre, lorsque le cône B est développé sur son plan tangent T. 

Remarquons encore que, suivant que n sera > 1 ou <1, la développante 
imparfaite décrite par le point y sera raccourcie ou rallongea , et Ton voit dès 
lors qu'en attribuant à n toutes les valeurs possibles , Ton obtiendra toutes les dé- 
veloppantes sphériques rallongées ou raccourcies de la développante sphérique 
parfaite 3, décrite par le point x (fig, 8 ). 

En vertu de ce qui précède, on peut énoncer les théorèmes suivants : 

Théorème A. {fig. 9) Étant donné un cercle D ; ayant mené par son centre a une 
droite X, ayant ensuite mené une droite Y tangente à ce cercle D, si l'on mène 
deux droites, Tune X^ par le point a faisant avec la droite X un angle a, et l'au- 
tre Y tangente au cercle D et faisant avec la droite Y un angle cp , ces deux 
droites se couperont en un point p et tous les points p , ainsi déterminés , 
seront en ligne droite, si les angles a et ^ sont liés entre eux par Téquation : 



a = mcp 



TuÉORÈME B. (fig. 10) Étant donnés un cercle D et une droite L; ayant mené par le 
centre a du cercle D une droite X coupant la droite L au point q ; ayant mené 

par le point q une droite Y tangente au cercle D; si par les points 9', </'', 

de la droite L, on mène les droites X', X", tendant au centre a , et les droi- 
tes Y' , Y" , tangentes au cercle D , on aura : 



XX' XX" 



YY^ 



- = etc. = constante M 



YY'' 



Ce théorème est le réciproque du théorème (A). 

Théorème C.{figAl) Étant donnés un cercle D et une droite L ; on sait, en vertu 
du théorème (A), que si Ton mène par le centre a les droites X, X', cou- 
pant la droite L aux points p, </, et si par les points p et q on mène les 

droites Y, Y' , tangentes au cercle D , en désignant par « l'angle XX' , et par 9 
1 angle YY' , on aura a= M9, quelle que soit la position des droites X' et Y% par 
rapport aux droites fixes X et Y. 

Si maintenant on mène par le centre a une droite X, faisant avec la droite 
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X un aogle y arbitraire , et que Ton suppose que cette droite X« soit Torigine 
des angles a , on aura , en vertu de Féquation de condition « = Mf , une droite 
L. qui sera tangente au cercle G , cercle auquel la droite L était tangente. 

Tbéorème D. (/!^. 12) Étant donnés un cercle D et une droite L, si Ton mène par le 
centre a la droite X coupant L au point p , si par les points q de la droite 
L on mène les droites X' tendant au centre a ; si Ton mène les droites X', 
tendant au centre a, et telles que Ton ait Téquation de condition a^ = N^, , 
tandis que Ton avait, pour la droite L, Téquation de condition a =M9 9 on 
obtiendra une droite L, passant par le point p. 

Et la droite L, se construira en portant aq , situé sur X' , de a en f . sur X', ; 
les points 9. seront sur la droite cherohée L.. 

Ainsi , le théorème (C) nous dit : si Ton suppose que Ton a a = M9 et que 
Ton change Taxe X , à partir duquel on compte les angles a , pour le placer en 
X, , la droite L passera en L. en tournant autour du centre a d*un angle égal à 
Fangle y, que les axes X et X. font entre eux. 

Ainsi , le théorème (D) nous dit : si Ton ne change pas Taxe X , origine des 
angles a , mais que Ton fasse varier le rapport M qui existe entre les angles a 

et 9, on obtient diverses droites L, L, , se coupant en un même point sur 

l'axe X. 

J'ai cru devoir entrer dans tous ces détails, parce que les théorèmes A , B, G, 
D, sont les théorèmes fondamentaux de toute la théorie des courbes hélices coni- 
ques et des surfaces hélicoîdes coniques. 

Et par suite de tout ce qui vient d'être dit on peut énoncer ce qui suit : 

I. Étant donnés un cône de révolution B et une hélice conique E tracée sur ce 
cône, désignant par R la distance du sommet du cône B au sommet de la 
courbe E , si Ton décrit une sphère S du sommet du cône B comme centre et 
avec un rayon R. , et que l'on fasse mouvoir une droite G tangentiellement au 
cône B et à la sphère S , et de telle manière que cette droite G s'appuie sur 
Thélice E, on formera une surface hélicoîde 2, telle que toute sphère S' con- 
centrique à la sphère S coupera cette surface 2. 

i*" Suivant une développante sphérique parfaite j, si l'on a R, = R. 

2** Suivant une développante sphérique imparfaite 9, si R> est plus grand ou 
plus petit que R. 

S"" La développante imparfaite sera raccourcie si l'on a R. < R, et elle sera 
raUongée si l'on a au contraire R. > R. 

II. Etant donnés un cône B de révolution et une hélice conique E tracée sur 
ce cône, et la développante sphérique parfaite d tracée sur une sphère S' et 
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Une surface hélicoïde conique développable ou gauche esi toujours coupée par un cône 
de révolution ayant même axe et même sommet que le cône de révolution sur lequel 
est tracée l'hélice conique , qui est l'arête de rebroussement de la surface développable 
ou l'Iiélice conique directrice de la surface gauche y suivant une hélice conique. 

!*• Rappelons-nous que les langentes à rhélîce tracée sur un cône forment la 
surface dite héliccnde conique développable j et que toutes ces tangentes à l'hélice 
sont en même temps tangentes à une sphère ayant son centre au sommet du cône, 
et pour rayon la distance du sommet du cône au sommet de Thélice , et que 
Thélice conique est l'arête de rebroussement de la surface. 

2° Rappelons-nous que, si l'on a un cône de révolution et une hélice tracée 
sur ce cône, et une sphère dont le centre soit placé au sommet du cône, et dont 
le rayon soit plus grand ou plus petit que la distance du sommet du cône au 
sommet de l'hélice , si l'on fait mouvoir une droite tangentiellement au cône et à 
la sphère et en s'appuyant sur l'hélice, on engendre une surface dite héliccnâe 
conique gauche ^ et que l'hélice est dite directrice de la surface. 

3*» Rappelons-nous les théorèmes (A) et (B). 

Cela posé : 

Traçons sur un cône B de révolution une hélice conique E, et imaginons une 
sphère S du rayon R et ayant son centre au sommet a du cône B; faisons glis- 
ser une droite G tangentiellement au cône B et à la sphère D , et de manière à 
ce que, pendant son mouvement, celle droite s'appuie sur l'hélice E; cette 
droite G engendrera une surface hélicoïde conique qui sera gauche ou dévelop- 
pable suivant la grandeur du rayon R. 

Cela fait : 

Remarquons que si Ton conçoit : 

1* Le plan tangent T au cône B suivant la génératrice H, ce plan coupera, 
suivant une génératrice H' , le cône de révolution B' qui aura même sommet a 
et même axe X que le cône B. 

2** Le plan tangent T, au cône B suivant la génératrice H, , ce plan coupera le 
cône B' suivant une génératrice H',. 

Par conséquent, les plans tangents T' et T',, menés au cône B' suivant les 
génératrices H' et H', , feront entre eux le même angle que les plans T et T, tan- 
gents au cône B. 

On aura donc : 

0/;=: tCt.. 
S** Et si Ton considère une suite de plans T, T., T,, T,, tangents au côn* 
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B et suivant des génératrices H^ H,, H,, H,, Oaiisant enlre elles des angles 

égaux, et qu'ainsi on ait : 

ïCii = H., H. = H., H, = etc. , 

on aura une suite de plans T', T',, T',, T',, tangents au cône B' et sui- 
vant des génératrices H' , H', , H', , H', , qui feront aussi entre elles des angles 

égaux, et Ton aura : 

h\H: = h/Th;' = h^Tî;= etc. 

4** Les droiles H et H', H, et H',, H, et H',, etc., font entre elles des angles 
égaux. 

Ainsi on a : 

H , H' = H^ h; = iCh/^ etc. 
5^ Les angles dièdres T,T, et (X, H), (X, H.) (*; sont égaux; on aura donc : 

TVr. === O, =0,=elc. =(Xjf)^^ 
Et aussi : 



r,r. = (T/,T; = T;,T/=etc. = (X, h'), (X, H;) = (X,H/),(X,H/) = etc. 
&" Remarquons enfin que les angles dièdres , 

f/r. et Tvr/; '(xSmw et ^xj^T^TîT) 

sont tous les quatre égaux entre eux, mais que les'a'ngles que font entre elles les 
génératrices H, H, du cône B et H', H', du cône B", ne sont pas égaux entre eux; 
de sorte que lorsque l'on développera le cône B sur son plan tangent T, les droites 
H et H. prendront lespositions K et K,; et lorsque Ton développera le cône B^ sur son 



C) En désignant par (X , H) le plan méridien du cône B , qui pawe par Taxe X de ce cône B et par sa 
génératrice H ; et par (X , H') le plan méridien du cône B' passant par son axe X et par sa génératrice 
H', etc. 
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plan langent T% les génératrices H' et H', prendront les positions K' et K'., et les 

angles K, K, et K^ K', ne seront pas égaux entre eux. 

Cela posé : 

Traçons sur le cône B une hélice conique E ; menons une suite de généra- 
trices H, H,; H., du cône B, équiangulaires entre elles et coupant E aux points 
m, m, , m,; par les points m , m., m,, menons dos droites G, G,, G. tangentes au 
cône B et à une sphère S décrite du point a, sommet du cône B, comme centre 
et avec un rayon R. 

Imaginons le cône B' ayant son sommet en a, et pour axe Taxe X du cône B; 

les droites G, G., G, perceront le cône B^ en les points p, p,, p., je dis que 

la courbe E% lieu des points p 9 p. , p, 9 est une hélice çur le cône B\ 

Et en effet : 

Par les points p, p., p., passeront les génératrices H", H'., H", du cône B'; 
ces droites seront équiangulaires entre elles. 

Si donc je développe le cône B' sur son plan tangent T', les droites H^ H',, 
H'^ prendront les positions K% K'., K^, équiangulaires entre elles; et les droi- 
tes G, G. , G, prendront les positions G^ , G^, , G', tangentes au cercle D tracé 
du point a comme centre et avec R pour rayon (ce cercle D n'étant autre que 
la section faite dans la sphère S p^r le plan T'). Les droites G', G'., G', seront 
aussi équiangulaires entre elles, et les points p\ p\y p, en lesquels viennent se 
placer y après le développement, les points p, p, , p., seront donc en ligne 
droite, en vertu du théorème (A); la courbe E' est donc une hélice tracée sur le 
cône B'. 

Il nous reste à trouver la longueur du rayon de l'hélice E'. 

Désignons, par L, le cercle suivant lequel la sphère S' du rayon R' est coupée 
par le plan T tangent au cône B; et par L', le cercle suivant lequel la même 
sphère S' est coupée par le plan T' tangent au cône B". 

Les deux cercles L et V auront même rayon R", et pour centre commun le 
sommet a, et leurs plans se couperont suivant la génératrice H' du cône B^ 

Après le développement du cône B sur le plan T, les droites K, K,, K,, K, 
couperont le cercle L en les points A, A,, A., A.; les droites G', G',, G'., G', cou- 
peront le cercle L en les points g', g\, g\f 9^',.**" L'hélice E se transformera 
suivant une droite U qui coupera le cercle L au point x; et Ton aura : 



^rc . xk arc xk, arc xL , 

ss j- ss -— =s et«. = constante = l; 

arc . g'k arcjf/*, arc gjk^ 
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ou , en désignant Tare variable xk par [i et l'arc variable g'k par y , on aura : 

L'équation de condition (jLZ=zl.y. 

Equation qui est satisfaite puisque la courbe E est une hélice. 

Les génératrices H', H',, H',, H', du cône B', font des angles égaux avec les 
génératrices H, H^, H., H, du cône B; en supposant donc que ces génératrices 
H', H',, H',, H'3 suivent le développement du cône B, elles viendront se placer 
sur le plan T, en les positions K', K',, K',, K'3, et elles feront entre elles des an- 
gles égaux entre eux et à ceux que font entre elles les droites K, K*, K, , K,. Dési- 
gnant donc, par k\ k\^ k\, k\^ les points en lesquels le cercle L est coupé 
par ces droites K', K'^, K'^, K',, et par», n. , n,, n, , les points en les- 
quels les droites G' et K', G'^ et K',, G', et K',, se coupent, on voit de suite , 
en vertu du théorème (A) , que les points n , n, , n, , », seront sur une droite U' , 
laquelle coupera le cercle L en un point x\ 

Et l'on aura dès lors : 



arc on/H arc xfkl arc a/k! 

TLi = TTt = 7r7 = ^^' = constante = /; 

arc g'K arc^/t/ arc^.'A, 



ou , en d'autres termes , Téquation 



= /.- 



sera encore satisfaite ; de sorte que la droite U' sera tangente au cercle , au- 
<]uel la droite U, transformée de l'hélice E, était elle-même tangente , en vertu 
du théorème (G). 

Ainsi , par ce mode de transformation , l'hélice E' située sur le cône B', de- 
vient une droite sur le développement du cône B. 

Gela établi : 

Développons le cône B' sur son plan tangent T^ 

Les génératrices G, G,, G,, G,, se transformeront en les droites G'\ G",, 
G/', G3'', tangentes au cercle D , tracé dans le plan T , et qui est la section faite 
dans la sphère S par ce plan T'. 

Les génératrices H', H',, H',, H',, se transformeront en les droites K", 

K/', K/'; les droites G", G,", G/', seront équiangulaires entre elles, ainsi que les 

droites K", K.", K.", et les droites G", G/',G/', couperont lecercle L' en les points 

g" 9 9!\gl\ et les droites K", K/', K/% couperont le cercle L'en les points 

At", k" j k" y Les points p, p,, p., de la courbe E', deviendront les points p", 

5 
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Pm f^ ^^ ^ droite \}" traosfbrmée de ThéUce E'; et cette droite U'" coupera le 
cercle \J en un point x\ et l'on aura : 

arc «'*" arc cdkl' arc aifk:' 

nUi = TTT' = ïïTû = ^^' = constante r. 

arc g^K arc gf/*/ arcg^k" 

Et désignant par jui" Tare variable xk'\ et par y' Tare variable g'k'' , 
r équation de CMdition 



[x —i-y 

sera satisfaile. 

Or , lorsque l'on développe le cône B sur son plan langent , les deux géné- 
ratrices H et H, prennent les positions K et Ki , et comprennent entre elles 
un angle qui est mesuré sur le cercle L, par l'arc kk,; et les deux génératrices 
H et H. comprenaient sur le cercle G, base du cône B, un arc kk,. 

Si nous désignons par p le rayon du cercle G , nous aurons : 

arc kk^ = arc /i/i,, 

et comme on peut poser (arc hh,) = -^y et (arc W,)= — , 
on aura : 

L = ^' 

n m 

Si nous désignons par p le rayon du cercle G% base du cône B% les deux géné- 
ratrices H' et H', comprendront^ sur le cercle G", un arc AV.; et les droites K'' 
et K!\y en lesquelles ces génératrices se transforment sur le développement du 
cône B", comprendront, sur le cercle V , un arc k''k'\y et l'on aura : 

arcrr —arc/i'/i'.. 
Et comme on devra poser (arc. h'h\) = — (*), et (arc A"0 = — r(**)^ 



(*) Puisque les angles dièdres des plans méridiens (X, H)^ (X, H. ) et {X, H'), (X, H,') sont égaux. 
C*^) m' étant différent de m , puis que les angles compris entre les droites K et K, , K'^ et K/' sur les 
dérdoppenents respectîfii des ctoes B et B' ne sont pas égaux. 
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Or, si l'z=: l on en conclut que p=p'] et comme dans la question qui noo» 
occupe les deux cônes B et B^ sont distincts , et que dès lors p et p ne peuvent 
être égaux, on en conclut que t ne peut être égal à /; et dès lors on doit en con- 
clure que Thélice conique E' ne peut avoir même rayon que Thélice E. ku reste ^ 
on peut démontrer d'une manière très-simple et au moyen de considérations 
purement géométriques, que les hélices E et E' ne peuvent avoir même rayon , en 
résolvant le problème suivant. 

Problème. Construire le lien des sommets des diverses hélices coniques E% E", E'"^ 
intersections d'une surface hélicaide conique gauche ou développable 1 , par une suite 
'de cônes de révolution B' , B" , B"' concentriques au cône de révolution B sur lequel se 
trouve tracée l'hélice conique E, directrice de la surface 2. 

Étant donné un cône de révolution B et une sphère S du rayon R ayant son 
centre au sommet a du cône B et une hélice E tracée sur le cône B, en faisant 
glisser une droite G tangentiellement au cône B et à la sphère et s'appuyant sur 
l'hélice E , on engendre la surface hélicoïde conique gauche ou développable 1. 
Si Ton coupe la surface 1 par un cône de révolution B' concentrique au cône B, 
c'est-à-dire ayant même sommet a et même axe X que le cône B, nous avons dé- 
montré que la courbe d'intersection était une hélice conique; plus loin nous 
ferons voir que cette courbe peut se composer de plusieurs hélices coniques , la 
surface 2 étant gauche ou étant développable. 

Mais en ce moment, admettons que la surface 1 soit gauche et que la sphère 
S ait un rayon R plus petit que le rayon de l'hélice E (^). 

Chaque génératrice G de la surface 2 coupera l'hélice E si 2 est gauche, et 
sera tangente à l'hélice E si 2 est développable ; on devra donc considérer deux 
parties sur chacune des génératrices G, savoir : la partie inférieure et la partie 
supérieure ; 

Nous ne considéreroos d'abord comme courbe d'intersection du cône B'et de 
la surface 2 , que la courbe formée par la rencontre des parties des génératrices G 
dirigées dans le même sens ; 

Le cône B' est composé de deux nappes , nous ne considérerons d'abord que la 
nappe qui enveloppe la nappe du cône B , sur laquelle l'hélice E se trouve tracée. 

Cela posé : 

Remarquons que chaque génératrice G de la surface 2 fait avec la généra- 



(*) Les mêmes raisonnements s'appliqueront à lliélicoïde développable ; seulement , dans ce cas , te 
rayon R de la sphère S sera égal au rayon de l'hélice E. 



trice du cône B un angle qui va en diminuant, depuis le point e, sommet de l'hé- 
lice E, jusqu'aux deux points situés à l'infini sur l'hélice E; le demi-angle au 
sommet du cûne B' étant donné, il sera facile de trouver sur le cdne B deux 
génératrices V, et V. situées à droite et à gauche du point e et à égale distance 
angulaire de ce point e, et telles que les génératrices G, etG.de la surface 2 cor- 
respondant à ces génératrices, seront parallèles à deux génératrices K, et K, du 
cdne B'. Dès lors toutes les génératrices G de la surface 1 , comprises entre G, ei 
G,, couperont la nappe inférieure du cône B', et la courbe obtenue sera une 
hélice complète E' puisqu'elle aura ses deux points situés à l'infini , placés sur 
G, et G. ou K. et K.. 

Il est facile de construire le sommet de cette hélice conique complète £'. 

Et en effet. 

Menons un plan T langent au cône B suivant une génératrice V, laquelle 
coupera l'hélice E en un point x; par ce point x passera une génératrice G de la 
surface 2, et cette génératrice G sera dans le plan T et tangente au cercle D 
ayant son centre au point a, sommet du cône B, et ayant pour rayon le rayon de 
la sphère S, puisque ce cercleD sera évidemment un grand cercle de cette sphère S. 

Le plan T coupera le cône B' suivant deux génératrices K et K' et la droite 
G coupera K et K' en les points jr et jr' ; or , si l'on suppose que le cercle D a un 
rajon plus petit que le rayon de l'hélice E , le point y sera plus éloigné du som- 
met a que le point y'; ce sera ce point y qui appartiendra à l'hélice E'. Et dès 
lors on voit que plus le point x sera près du point a , plus le point y sera prés 
de ce même point a , puisque pour tous les plans tangents , les droites analogues 
de V et de K font le même angle. 

Dès lors, au point e de l'hélice E correspondra le point e' de l'hélice E', ce 
point e étant le sommet de la courbe E' , tout comme le point e est le sommet de 
l'hélice E. 

On peut donc dire que : les sommet» des hélices coniques, intersections <ie la sur- 
face S. et des cône» B', B", B'", concentriques au cône B^ sont situés sur la génératrice 
G de la surface 2 qui passe par le sommet e de l'hélice E. 

Et dès lors il est évident que l'hélice E' n'a pas même rayon que l'hélice E. 

Maintenant remarquons : 

Que les cûnes B', B", B"' ont des ouvertures dîfTérentes, que leur demi-angle 
au sommet augmente jusqu'à l'angle droit, auquel cas le dernier cône concen- 
trique à B devient un planQ passant par le sommet a et perpendiculaire à l'axe X 
de ce cône B. 

Dès lors la courbe E' peut bien ne pas exister pour certains de ces cOnes coo- 
eentriques, et en eOet : 
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La génératrice G de la surface 1 qui passe par le sommet e de l'hélice Ë , fait y 
avec la génératrice du cône B correspondant à ce point e, le plus grand angle que 
puisse faire une génératrice de cette surface 2 avec la génératrice qui lui corres- 
pond sur le cône B (désignant par génératrices correspondantes celles qui se 
coupent en un point situé sur l'hélice E ). Si donc on mène un plan tangent au 
cône B par la droite G ; et que dans ce plan et par le point a on mène une droite U 
parallèle à G ; et que Ton fasse mouvoir la droite U autour de l'axe X, cette 
droite engendrera un cône B, qui ne coupera aucune des parties inférieures des 
diverses génératrices G de la surface I. Dès lors la courbe E' n'existera plus, et 
à plus forte raison elle n'existera pas pour tout cône dont le demi-angle au 
sommet sera plus grand que celui du cône B, , et par conséquent elle n'existera 
pas pour le plan Q, limite des cônes concentriques et sécants. 

Admettant toujours que le rayon R de la sphère S est plus petit que le rayon 
de rtiélice E, ou , en d'autres termes, que la droite qui unit le sommet a du cône B 
au sommet e de l'hélice E , cherchons toutes les courbes dont se compose Tinter- 
section de la surface hélicoide conique gauche 1 et le cône B' concentrique à B, 

Nous devons dès lors considérer les parties supérieure et inférieure de chaque 
génératrice G de U surface 2 , et en même temps les deux nappes du cône B'. 

De rirUersection eompléie de rhélieùïde conique gauche i et dun cône B' concentrique au cône B 

mr lequel at tracée l'hélice conique E directrice de la surface z. 

Imaginons la génératrice H du cône B passant par le sommet e de l'hélice E, 
construisons le plan T tangent au cône B suivant H; traçons dans le plan T la 
droite G qui, passant par le point e, est tangente au cercle D , section faite par le 
plan T dans la sphère S ; menons dans le plan T et par le point a sommet du 
cône B une droite U coupant en un point y la partie inférieure de G , de telle sorte 
que ce point y se trouve au delà du point e par rapport au cercle D ; faisons 
tourner U autour de l'axe X du cône B , cette droite engendrera un cône B', lequel 
coupera la surface 2 suivant une courbe Z composée de plusieurs branches qu'il 
s'agit d'étudier. 

Et d'abord , en vertu de ce qui a été démontré , si la courbe Z se compose de 
plusieurs branches, chacune de ses branches sera une hélice conique ou au moins 
une portion d'hélice conique. 

Cela posé : 

Puisque les droites U et G se coupent, on pourra toujours prendre sur l'hélice E 
deux points x et x' également distants du sommet e pour lesquels les plans tan- 
gents & et & au cône B couperont le cône B', savoir : le plan @ suivant les gêné- 
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du point gflu point h, l'arc E/ allant du point h au point g/, il est d'ailleurs 
évident que le point h est plus éloigné du sommet a que les points g^ et 9, , ces 
deux derniers étant d'ailleurs à égale distance de ce même sommet a. 

Les courbes tracées sur la nappe inférieure du cône B^ étant trouvées y cher- 
chons celles qui existent sur la nappe supérieure de ce cône. 

Toutes les génératrices G situées au delà de G, et de G., en marchant des points 
X et x' vers les points infinis de E, perceront la nappe inférieure du cône B' en 
un seul point, et continueront dés lors les arcs E/ et E/. Et si nous désignons 
par H, et H, les génératrices du cône B qui contiennent les points infinis de E , on 
voit que si Ton mène parallèlement à H. et H,, et tangentiellement au cône B et 
à la sphère S deux droites G/ et G/ , ces droites seront les génératrices extrêmes 
de la surface 2, lesquelles perceront la nappe inférieure du cône B'en les points 
9' ^t jf/, et la nappe supérieure du cône B' en les points h' et A/- 

Dès lors les arcs d'hélices E/ et E/ iront respectivement du point ft aux points 
g' et g'j et ces points g' et g^' seront les points de ces arcs les plus rapprochés et 
également distants du sommet a du cône B". 

Revenons maintenant aux hélices situées sur la nappe supérieure du cône B'. 

Nous avons vu que les génératrices G, et G, de 2 étaient parallèles aux généra- 
trices K et K/, par conséquent, ces génératrices K et K, contiennent les points 
situés à l'infini des courbes E, et E^ placées sur la nappe supérieure. On a donc 
des arcs d'hélices coniques non finis, mais infinis dans un sens, sur la nappe 
supérieure. 

La courbe E/ va de la génératrice K au point A/, et la courbe E/ va de la géné- 
ratrice K, au point /i/; les points h'eXh^ sont également distants du sommet a du 
cône B'. 

Les cinq courbes E', E/, E/ sur la nappe inférieure et E/, E/ sur la nappe 
supérieure du cône B' sont donc maintenant complètement définies et déterminées. 

Lorsque l'angle au sommet du cône B' sera tel que la droite G qui passe par le 
sommet e de l'hélice E ne coupera ce cône B' qu'en un seul point, alors la courbe 
E' disparaîtra . 

Et lorsque l'angle au sommet du cône B', augmentent successivement, aura 
atteint une amplitude telle que la droite G percera la nappe inférieure et la nappe 
supérieure du cône B', alors la courbe E' n'existera plus; mais alors les arcs 
d'hélices E/ et E/ ne seront plus infinis et chacun dans un sens , car alors ils 
viendront s'arrêter angulairement en un point qui sera celui en lequel la droite G 
perce la nappe supérieure du cône B'. En sorte que les arcs E/ et E/ offriront la 
même disposition sur la nappe supérieure, que présentent les arcs E/ et E/ sur 
la nappe inférieure. 



Enfin , lorsque le demi-angle au sommet du côoe B' sera droit , ce cûne B' 
deviendra un plan Q , et alors les nappes coniques se superposent et se confon- 
dent, et les arcs E/ et E/, E/etE/Tie superposent et se confondent. On aura donc, 
dans ce cas, deux arcs d'hélices s'arrétant angulairement deux à deux ; et comme 
une hélice conique sur un plan ne peut èlre qu'une droite (*), on voit que l'on 
peut énoncer le théorème suivant: 

THÉonËH£ : Une surface hélùx&de coflique gauche l est coupée par un plan Q pasaant 
par le sommet a et perpendiculaire à l'axe X d'un cône B mr lequel est tracée l'hélice 
conique Ede la surface 1 , suivant deux portions finies de droite , s'arrétant angulaire- 
ment à un même point. 

Examinons la forme que doivent présenter les deux portions de droite formant 
l'intersection de ta surface I par le plan Q. 

Toutes les parties supérieures des génératrices G de la surface S. sont seules 
coupées par le plan Q; et toutes les génératrices G sont coupées par le plan Q. 
Par conséquent, si l'on considère les deux génératrices H, et H, du c6ne B qui 
contiennent les points situés à l'infini de l'hélice E, et si l'on mène les plans A, et 
A, respectivement tangents au c6ne B et suivant les génératrices Il,et H,,cesplans 
couperont la sphère S suivant deux grands cercles , l'un D, et l'autre D,. 

Et les tangentes à ces cercles qui seront parallèles aux génératrices H, et H., 
perceront le plan Q en deux points q, et 9,. 

La droite G se mouvant sur l'hélice E percera le plan Q en divers points à partir 
du point q, jusqu'au point p en lequel sera percé ce plan Q par la génératrice G 
passant par le sommet 6 de l'hélice E, et tous ces points formeront une droite q.p. 

Le point p sera plus loin du point a, sommet du cOne B, que te point <j,; à 
partir du point p, la droite G, continuant à se mouvoir sur l'hélice E, percera le 
plan Q en des points qui se rapprocheront du point a, jusqu'à ce que enfin elle 
prenne ta dernière position en laquelle étant tangente au cercle D, elle percera 
le plan Q au point q',, et ces points formeront qne droite pf, ; on voit donc que la 
droite brisée 9,^, forme un angle dont le sommet p est plus éloigné du point a que 
les extrémités q, et 9, de ses deux côtés. 



(')UnplanpentBToir deiumodeadegenératioiia: i'UgénératùmCflindriquVjtionil est engendre 
par une droite se monTant parallèlement à elle-mâme , en l'appuyant BOr une droite Bxe ; 2° la généra- 
ti(»n eoniqve, «lora il est engendré parone droite passant parnn point fixe et l'appnyant «nr nna droite 
fixa ; et si l'on suppoee nn cercle C et une droite passant par le centre de ce centre C et s'apP"?*"' "^ 
ce cercle , ou anr» la génération d'en plan , limite dw cdnea de réroIntioR ; 1* plan Q peu* <^°°'' ^"^ 
considéré rigoorensement comme nn cAne de réTolntion appartenant i I* térU des eâaet concen- 
triques B', B", B'". 
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Ce que nous venons de direpermeUra, dans tous les cas, de construire Tin- 
tersection d*une surface hélicoîde conique, gauche 2 et du plan Q. 

De rifUersection complète d'une surface hélicoîde conique développable i 

par un cane F concentrique au c&ne B 
sur lequel est tracée V hélice E , arête de rebroussemeni de la surface i. 

F.orsque la sphère S a un rayon R plus petit que la distance du sommet a du 
cône B au sommet e de l'hélice E tracée sur le cône B , on peut faire mouvoir de 
deux manières différentes une droite G, cette droite étant assujettie pendant son 
mouvement à s'appuyer sur l'hélice E et à être tangente en même temps et à la 
sphère S et au cône B. 

Car ayant construit uii plan T tangent au cône B suivant une génératrice H de ce 
cône , laquelle coupe l'hélice E au point x , on peut mener par ce point x et dans 
le plan T deux droites G et M tangentes au grand cercle D, section de la sphère S 
par le plan T. 

On formera donc avec toutes les tangentes G situées à droite du cercle D une 
surface hélicoîde conique gauche 2, et avec toutes les tangentes M situées a 
gauche du cercle D, une seconde surface hélicoîde conique gauche 2.. 

Il est évident que les deux surfaces 2 et 2, sont symétriques l'une à l'autre par 
rapport au plan P passant par l'axe X du cône B et le sommet e de l'hélice E. 

Mais si le rayon R de la sphère S augmente, aussitôt qu'il sera égal à ae(distance 
du sommet a du cône Bau sommet ede l'héliceE), en d'autres termes, aussitôt que 
R sera égal au rayon de l'hélice E , les deux surfaces gauches 2 et 2, ne se confon- 
dront pas en une seule et même surfsu)e , qui ne sera autre que la surface hélicoîde 
conique développable ayant l'hélice E pour arête de rebroussement ; l'une de ces 
surfaces 2, par exeinple, deviendra la surface développable^ et l'autre surface 2, 
restera gauche, et la surface dé veloppable 2 sera symétrique par rapport au plan P. 

Cela dit , considérons la surface hélicoîde conique développable 2 ayant l'hé- 
lice conique E pour arête de rebroussement , et coupons cette surface 2 par un 
cône B'concentrique au cône B. 

Désignons par H. et H, les génératrices du cône B qui contiennent les points 
situés à l'infini de l'hélice E^ et désignons par t. et «. ces points de l'hélice E. 

Toutes les ^[énératrices de la surface hélicoîde développable 2 sont tangentes à 
l'hélice E et tangentes eh même temps à la sphère S dont le rayon est égal au 
rayon de l'héUce E ; par conséquent , si je construis les plans A, et A, tangents au 
cône B suivant les génératrices H, et H, , ces plans couperont la sphère S suivant 
les grands cercles D, et D.; et si l'on mène la droite G, tangente au cercle D., mais 
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en lequel le côoe B'esi percé par la génératrice G. , cette hélice E;^' ayant d'ailleurs 
un point situé à l'infini sur la génératrice K/. 

D'après ce qui a été dit précédemment , les points e' et e/, en lesquels le cône B' 
est percé par la génératrice G passant par le sommet e de l'hélice E , seront : le 
point e le sommet de l'hélice E/ et le poiht e/ le sommet de l'hélice E/. D'ailleurs, 
ces deux courbés E/ et E/ seront symétriquement placées sur le cône B' par rap- 
port au plan de symétrie P. 

Toutes les génératrices comprises entre G/ et G/ percent en deux points la nappe 
inférieure du cône B', mais les génératrices comprises entre G, et G/, G. et G/^ 
percent en même temps et .la nappe inférieure et la nappe supérieure du cône B' 
et chacune de ces nappes en un point. 

On voit donc que l'on obtiendra sur la nappe supérieure du cône B'deux nou- 
velles hélices E/ et E/ s'arrètant brusquement, savoir :- l'hélice E/ au pointe/,, > 
en lequel la nappe supérieure de B est percée par G. et l'hélice E/ au point g^ , 
en lequel la nappe jsupérieure de B' est percée par G,, et d'ailleurs Ja courbe E/ 
aura un point situé à^l'infmi sur G/^ et la courbe E/ aura un point situé à l'in- 
fini sur G/. 

Les quatre courbes E/, E/, E,', E/ ne seront donc point des hélices coniques 
complètes, mais des arcs (infinis dans un sens seulement) d'hélices coniques. 

Et tout ce que nous venons de dire aura lieu, quel que soit le demi-angle, au 
sommet du cône sécant et concentrique B". 

Et lorsque cet angle sera droit, le cône B^ deviendra le plan Q , lequel, passant 
par le sommet a et perpendiculairement à Taxe X du cône B, coupera la surface 
hélicoïde développable 1 suivant deux droites infinies dans un sens, s^arrêtant 
brusquement , Tune au point A. en lequel ce plan Q est percé par G, , et l'autre 
au point A. en lequel ce même plan Q est percé par G,. 

D'ailleurs , ces deux droites seront symétriquement placées par rapport au plan 
de symétrie P, et se couperont en uo point y situé sur ce plan , ce point y étant 
plus éloigné du sommet a du cône B que les points h, et fc., lesquels seront à 
égale distance de ce point a. 

Ce que. nous venons de dire permettra, dans tous les cas, de construire l'in- 
tersection d'une surface hélicoïde conique développable 2 et du plan Q. 

De rifUersecHon de la surface hélicùide conique gauche 2 lorsque le ra/gon de la sphère S 

est plus grand que le rayon de Vhélice E. 

La génératrice G, qui engendre la surface 2 en s'appuyant sur l'hélice E et se 
mouvant tangentiellement au cône B et à la sphère S , ne pourra pas parcourir 
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toute l'bélice E ; cette génératrice G ne pourra pas s'appuyer sur l'arc de l'hélice E 
intercepté par la sphère S. 

Il est évident que cette surface I sera composée de deux nappes distinctes et 
séparées et non symétriquement placées par rapport au plan P, lequel passe par 
l'axe X du cCtne B et le sommet e de l'hélice E. 

Il est évident aussi que cette surface hélicoîde conique gauche n'aura pas , 
comme l'hélicoïde conique développable, une ligne de itriclion située sur le 
plan P (*) , puisque le plan P n'est pas un plan de symétrie par rapport à l'une 
et à l'autre des deux nappes de la surface hélicoïdale gauche 2; dès lors, les géné- 
ratrices de la surface gauche S ne se couperont pas deux à deux sur ce plan P. 

Au reste , pour mettre ce qui précède hors de doute, menons par une généra- 
trice H du cdne B un plan T tangent à ce cône B et coupant la sphère S suivant un 
grand cercle D; la droite H coupera l'Iiélice E en un point x situé hors do cercle D, 
par ce point on pourra mener deux tangentes G et G' à ce cercle. Si l'on prend 
une génératrice H, sur le cône B et coupant l'hélice E en un point x' tel que les 
points X et x' soient également distants du sommet e de l'hélice E^ on aura aussi 
un plan langent T, et un cercle D, , et par le point x' on pourra mener deux tan- 
gentes G, et G,' au cercle D,. Or, si les tangentes G et G, sont conslruites à gauche 
par rapport aux cercles D et D, , les génératrices G' et G,' seront construites à 
droite par rapport à ces mêmes cercles. Toutesles génératrices G, G,... formeront 
uoesurface^, ettoutes les génératrices G', G,'... formeront une seconde surface2'. 

Les génératrices G et G', G, et G,' seront symétriquement placées à droite 

et à gauche du plan P, et dès lors les deux surfaces 2 et ^ s'entrecouperont sur 
ce plan P. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique à la surface hélicoîde conique 
gauche, que le rayon de la sphère S soit plus grand ou plus petit que le rayon de 
l'bélice E. 

Dans tous les cas, on aura deux surfaces gauches 1 et 2'; mais lorsque l'on 
considère la courbe E comme arête de rebroussement , l'une des surfaces béli- 
coîdes loti ^ devient dévelQppahte , et dans ce cas le rayon de la sphère S est égal 
au rayon de l'hélice E. 

Il sera facile, en vertu de tout ce qui a été développé précédemment, lorsque 



O^On appelle ligae de âtriclion d'une sorface réglée , U courbe dont les pointe «ont donné* pu-l'in- 
(enection d'une niiEe de coupla de génératrices droite* situéM à de* distanoea Bniea , l'une pu rapport 
• l'antre. Ainsi , le cooolde engendré par uM droite M monTant parallèlement k nn plan x en s'ap- 
pnyant bot une droite D et Bornn cercle C, a pour ligne de «Iricft'on la droite D. 
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nous avons supposé que le rayou de la sphère S était plus petit que le rayon de 
l'hélice E , de reconnaître la position et l'étendue des arcs d'hélices coniques dont 
se composera la courbe intersection de la surface gauche 2 avec un cône sécant et 
concentrique B', quelle que soit la grandeur du demi-angle au sommet de ce 
cône B^; et il sera facile aussi de construire les droites, intersection de cette sur- 
face 2f avec le plan Q. Il est inutile, je pense, d'entrer dans plus de détails sur 
ce sujet (*)• 

Je vais maintenant donner une démonstration directe du théorème que j'ai 
déduit par anatagie^ savoir : 

Toute suîfaoe hifkdide conique gauche ou développable 2 est coupée par un plan Q 
passant par le sommet a et perpendUndairement à taxe X du cône B sur lequel est 
tracée Vhélice conique E directrice de la surface 1, suivant des lignes droites. 

Imaginons le cône de révolution B et son axe X ; le plan Q perpendiculaire 
à l'axe X et passant par le sommet a du cône B; traçons sur le cône B l'hélice E ; 
menons sur le cône B une suite de génératrices équidistantes entre elles H , H', 

H", H'" et coupant l'hélice E en les points x» x\ x", x" ; construisons 

les plans T» T', 1'\ 1'" respectivement tangents au cône B suivant chacune des 
génératrices H, H', H'^ Yi!'\ ces plans couperont le plan Q suivant les droites 
y, Y', Y", \"' qui seront respectivement perpendiculaires aux génératrices H , 
H', H", H'". 

Les angles HH', H'IT, H"H'" seront égaux entre eux, et je désigne cet angle 
par 6. 

Les angles YY', Y'Y'', Y''Y'^ seront aussi égaux entre eux, et je désigne cet 
angle par y. . . 

Développons le cône B sur son plan tangent* T, alors les génératrices prendront 

les positions H , H^, H., H,, et les angles HH, , H|H,, H.H, seront égaux entre 
eux et à 6'. 

Les droites Y, Y , Y", Y"' prendront les positions Y, Y. , Y, , Y, , et l'on aura les 



(*) On remarquera sans peine que dans VartidU où nous arons supposé le rayon de la sphère S plus 
petit que le rayon de l^éltce E y nous tfrons insisté sur la forme de Tintersection du c6ne B' et de la 
surface z , parce que cette discussion conTenait aussi an cas où le rayon de la sphère S était plus grand 
que le rayon de Thélice E ; et an contraire, dans VariicU où nous avons supposé le rayon de la sphère S 
plnaigrand que celai de Thélice £ , nous nous sommes occupés principalement du nombre des surfaces 
gauches qui passaient par cette hélice £ , et des relations de position qui existaient entre elles, parce 
que cette discussion conTenait aussi au cas où le rayon de la sphère S éUit'plus petit que le rayon de 
rhélice E. 
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droites Y, et H., Y, et H,, Y, et H, perpendiculaires entre elles, et les angles 

YY, , Y,Y„ Y, Y, seront égaux entre eux et à y'. 

L'hélice E se transformera en une droite L, et les points Xyx\x'\ x" viendront 
prendre sur L les positions x, Xt,x^, x^. 

Le plan T coupera*la sphère S dont le centre est au point a sommet du cône B 
suivant nn grand cercle D. 

Les diverses génératrices G^ G", G''^ O!" de la surface hélicoîde conique gauche 
ou développable 2, lesquelles passaient par les points Xy x\ x", x'" de l'hélice E , 
prendront sur le développement les positions G, G., G., G„ ces dernières droites 
passent respectivement par les points x, x,,x^^ x^ de la droite L, et seroAt tan- 
gentes au cercle D , et comme les angles GG', G'G'', G"G''' étaient égaux entre eux , 

les angles GG,^ GAr^A seront aussi égaux entre eux. 

En vertu du théorème (A), les droites G et Y, G, et Y, , G. et Y,, G, et Y, se 
couperont en les points z^ z,, z^^ z^ qui seront en ligne droite, je désigne cette 
droite par J. 

Cela posé , lorsqu'on enroulera le plan^T sur le cône B, les droites Y, , Y,, Y, 
viendront prendre les positions Y', Y", Y'", et les points 2, , 2., 2, viendront se 
placer en les points 2', z\ li" . 

Je dis que le lieu des points 2', z\ z" est une droite J". 

Et en effet : 
L'angle g' est plus grand que 6. Dès lors , l'angle 7 ne sera pas égal à 6\ 

Si donc sur le développement on prend la droite Y pour origine des angles 7 et 
6^, et que l'on mène par le point a une suite de droites Y/, \[\ \l" faisant entre 
elles des angles égaux à y, et que du point a on porte sur Y/ la longueur 02^ , on 
aura le point ^Vsur \" la longueur ai. on aura le point ii'^ sur \"' la longueur 
02, on aura le point ^'\ et tous les points 2', 7!\ %'" seront en ligne droite en vertu 
du théorème (D)* 11 est. donc démontré que le plan coupe la surface 2 sui- 
vant une droite i'. 

On trouvera les diverses droites dont se compose la section complète du plan Q 
et de la surface 2, en examinant la manière d'être des nappes de cette surface 2 
par rapport au plan Q. - 

Oocupons-nous maintenant de la oonstruetion de la tangente en un point de la 
développante sphérique rallongée ou raccourcie. 

V De la canslrucUon de la iangenieen mpahu de ladévekppanîe 9phérUiHe. 
Dans le mémoire publié dans le 23' cahier du Journal de l^Éoote polytechnique , et 
qui a pour titre : Consiruaion des centres de courbure des épicydcMes planes et sphé- 



i^ 
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tiques y j'ai donné b construction de la tangente en un point de la développante 
sphérique, en considérant cette courbe comme iMie épicycloîde sphériqué. On 
peut trouver une autre construction de cette tangente , en considéranir la dévelop- 
pante sphériqué comme ayant pour développée une hélice conique. 

Et en effet : 

Étant donnés la développante sphériqué i et le cône B de révolution enveloppe 
des plans normaux de cette courbe, pour construire la tangente B au point m de d , 
on exécutera les constructions suivantes : 

1° On mènera par le point m une droite K tangente au cône Ben un point p ; 
on mènera en p le plan T au cône B; on fera passer par la droite K un plan A per- 
pendiculaire au plan T, ce plan A sera le plan osculateur en p de T hélice conique E, 
développée de la courbe i, et il sera tangent tout le long de K à la surface héli- 
coïdale 1 ayant Thélice E pour arête de rebroussement ; 

2** On mènera en m un plan perpendiculaire à la droite am, laquelle unit le 
point m et le point a sommet du cône B , ce plan sera tangent en m à la sphère 
S sur laquelle la courbe d se trouve tracée. 

L'intersection des plans T et dofinera la tangente S demandée, puisque la 
développante sphériqué d est l'intersection des deux surfaces hélicoïdale 1 et 
sphériqué S. 

T De la construction de la tangente en un point delà développante sphériqué rallongée 
ou raccourcie. * 

Étant donnés la développante sphériqué rallongée ou raccourcie i, et le cône B 
enveloppe des plans normaux de la développante^sphérique parfaite i dont d, est la 
courbe rallongée ou raccourcie, pour construire en un point mdh d, la tangente 6, 
on exécutera les constructions suivantes : 

1o Du point a sommet du cône B, avec un rayon arbitraire R, on décrira une 
sphère S ; par le point m et un autre point m situé à distance finie par rapport 
au point m donné (ces deux points m et m appartenant i la courbe d, ), on mènera 
deux droites K et K' tangentes au cône B et à la sphère S. 

On construira trois cônes B', B'', B'" concentriques au cône B et coupant la 
droite K en les points m, n et p, et la droite K' en les points m/, n et p. En déve- 
loppant ces cônes, on aura Finclinaison des hélices coniques E', E", E''\ inter- 
sections de ces cônes avec la surface hélicoïdale gauche 2 dont K et K' sont deux 
génératrices, car ces courbes E', ¥f\ E'" passent respectivement 4)ar les points 
m et m,' , n et n, p ei p'. 

Les trois tangentes tf^ t'\ f étant déterminées , on connaîtra Thyperboloide X. 



à une nappe et tanyeDt à la surfeee hélicoïdale 2 tout le long 
construire le plan T tangent au point m à la surface I. 

2° On construira le plan perpendiculaire à la droite c 
de d, au sommet a du cône B , ce plan sera tangent à la sp 
est en a et dont le rayon est om , et l'on sait que cette 
courbe J,. 

La tangente 6 demandée sera donc l'intersection des deux 
la développante sphérique rallongée ou raccourcie i, est I 
surfaces hélicoïdale I. et spbérique S'. 

3° De la construction de ta tangente en un poinl de Ut dévelo; 
rallongée ou raccourcie. 

Étant donnée la développante héliGo-6pliéri<|ue rallongée 
surface hélicoïde conique développable S. sur laquelle cette 
le cdne B contenant l'héliie E, arête de rebroussement < 
construire en un point m de ^ la tangente 6 *, il faudra exéci 
suivantes : 

1" Construire le plan T tangent en m à la surface dévelo| 
le plan osculateurde l'b^ice E; 

2' Construire le cône B' ayant son sommet au point a , i 
pour directrice la courbe ï donnée; 

3* Construire la sphère S ayaat son centre au point a e 
gueur arbitraire; cette sphère S sera coupée par le cône B' 
pante spbérique rallongée ou raccourcie 3, ; 

4° On construira la tangente S, à la courbe d, pour le poini 
ratrice am du cône B' perce la sphère S ; 

5' Par la tangente S, et le pointa, on fera passeron plan 
cône B' au point m. 

La tangente e demandée sera l'intersection des deux pla 
courbe donnée ^ est l'intersection des deux surfaces bélico 
conique B'. 

En terminant ce chapitre , résolvons le problème suivant 

Problème : Par deux héUcet coniques, fiâre passer une turfat 
Concevons deux cônes B et B' de révolution el concentrii 

même axe X et même sommet a. 

Traçons sur ces deux cônes deux hélices , l'une E sur le «] 

le cône B'. 



I 
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Désignons par H la génératrice du côiie B qui eoupe reclaogttlairement en le 
point e l'hélice E , et par H' la génératrice du cône B' qui coupe aussi rectangulai- 
rement en le point é Thélice E^ * 

Les points e et e seront dés low les sommets respectî& des courbes E et E'. 

Désignons par 6 le demi-angle au sommet du cône B, et par 6" le demi-angle au 
sommet du cône B', et supposons 6 <6^. 

Cela posé : 

L'hélice E étant placée sur la nappe inférieure du cône B^Thékiee E' pourra 
avoir deux positions et être placée ou 1"* sur Ja nappe inférieure du cône B', 
ou 2o sur la nappe supérieure de ce cône B^ 

Nous avons donc deux cas à examiner. 

pREMifiR CAS. hei deux héUces Ë ei E' éUuu mtppoiées iracées mr leê nappei infé- 
rieures des cônes hei B\ 

On pourra toujours unir les sommets e t^ e' par ftne droite 6 et abaisser du 
point a, sommet commun des deux cônes, une perpendiculaire sur G et coupant 
cette droite en un point g. 

Si du point a comme centre et avec ag comme rayon y on décrit une sphère S , 
la surface engendrée par la droite G se mouvant sur les courbes E et E" et tangen- 
liellemeat à la sphère S engendrera une surface bélicoide conique gauche ou 
développable 1. 

Cette surface 1 sera gauche si la droite G > qui unit les points e et e\ n'est pas 
dirigée perpendiculairement à Taxe X; cette surface £ sera au contraire dévelop- 
pable si la droite G , qui unit les points e et e\ est dirigée perpendiculairement à 
Taxe X. 

Le sommet e de l'hélice E^ peut être plus près ou plus éloigné du sommet a 
des deux cônes que le sommet e de l'hélice E ; la construction que nous venons 
d'exposer donne la solution du problème toutes les fois que les points e et e seront 
situés d'un même côté par rapport au point g ; mais si ce point g est situé entre 
les sommets e et e\ la construction précédente ne sera plus exacte, car on se 
rappelle que dans ce cas Thélicoîde gauche coupée par deux cônes concentriques 
B' et h" donne sur chacun d'eux deux courbes dont les sommets ne sont pas 
situés sur la droite qui passe par le sommet de l'hélice directrice. 

Dans ce cas, il faudrait imaginer un cône B, ayant même sommet a et même 
axe X que les cônes donnés B et B', et dont le demi-angle au sommet S. serait plus 
petit que l'angle 6. On ferait mouvoir une droite G sur les hélices E el E' et 
tangentiellement au cône B., la surfoce engendrée 2. ne sera une hélicoide gauche 
qu'autant que les perpendiculaires abaissées du point a sur deux génératrices G 



et G seront égales (el si ces deux perpeadiculaireB sont égales, loutes tes géné- 
ratrices G seront tangentes à une même sphère). 

Il faudra donc construire deux génératrices G et G' et les perpendiculaires à ces 
génératrices ; si ces perpendiculaires ne sont pas égales , on fera varier le demi- 
angle 6. du c6De B, ; pour chaque valeur de 6, , on construira deux nouvelles géné- 
ratrices et leurs perpendiculaires, jusqu'à ce que l'on tombe sur une valeur de S, , 
telles que ces perpendiculaires soient ^ales; la solution ne pourra donc être 
donnée qu'au moyeu d'une courbe d'erreur. 

Deuxième cas. Leg deux Mica E et E' étant tracées, l'une tar la nappe ùtférieure 
du cône B et Faatre sur la nappe supérieure du cane B'. 

La construction à employer sera encore celle que nous avons indiquée dans 
le premier cas, celle où l'on est obligé d'avoir recours à une courbe d'erreur. 

Remarquons cependant que si , quelle que soit (a position des hélices E et E' sur 
les cônes B et B', on veut savoir s'il est possible de i^ire pass» par les deux 
courbes données une surface hélicoïde développable , la construction suivante 
résoudra toujours la question. 

Du poiot a , sommet des cdnes B et B' comme centre, et avec un rayon R assez 
grand, on décrira une sphère S qui coupera : l' le c6ne B suivant deux cercles 
C et G, de rayons égaux et que je désigne par p; S" le cAne B' suivant deux 
cercles G' et 0/ de rayons égaux et que je désigne par p'. 

Gette sphère S coupera : i* l'hélice E en deux points h et A, situés tous les deux 
sur le cercle C ou sur le cercle G,, et 2* l'hélice E' en deux points h' et h,' situés 
tous les deux sur le cercle C' ou sur ie cercle G,'. 

On tracera sur la sphère S : 1° les deux développantes i et 9, ayant l'hélice £ 
pour développée, la première d ayant son origine ou point de rebroussement en A , 
et la seconde i, ayant son origine ou point de rebroussement en h,; 3* les deux 
développantes f et d,' ayant l'hélice E' pour développée, la première !f ayant snn 
origine ou point de rebroussement en /t*, et la seconde i' ayant son origine ou 
point de rebroussement en h,' 

Cela posé : 

La courbe i ou d, ,. 1*> coupera la couriw If ou à,' en un point :c , ou 3' ne cou- 
pera pas cette courbe i' ou 3^,. 

Si le point x existe, alors la sur&ce hélicoïde développable existera; et comme 
les quatre courbes S et 3,, d' et è' ne peuvent s'entrecouper, si elles se coupent, 
qu'en un seul point, il a'existera qu'une seule surface développable ; 

Si le point a: est situé sur l'hélice E' et se trouve être, dés lors, ou le point /l' ou 
le point h', l'hélice E sera l'arête de rd)rous6ement de la surface développable 
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Le point x existant^ la surface développable pourra être facilement construite^ 
car il suffira de mener par ce point x : V une tangente S à rhélice E et touchant 
celte courbe en un point m ; 2"* une tangente 6' à Tliélice E' et touchast cette 
courbe en up point rn. La droite G passant par les points m et m sera une généra- 
trice de la surface hélicoide développable 2. 

Cela posé y la surface développable 2 pourra être engendrée de d'eux manières 
différentes: 

1*" En abaissant du pointa une perpendiculaire sur G, et coupant G au point 9, 
et décrivant la sphère S' du point a comme centre et avec ag pour rayon , la sur- 
face 1 sera engendrée par G se mouvant tangentiellemeat à la sphère S^ en s'ap- 
payant sur les deux hélices données Eet E"; 

2"* En menant par le point a et la droite G un plan P, et par Taxe X un plan P, 
perpendiculaire à P et coupant P suivant la droite H , en faisant tourner cette 
droite H autour de X, on engendrera un cône de révolution B,; et la droite G , en 
se mouvant tangentiellementau cône B. et s'appuyant sur les deux hélices données 
E et E', engendrera la même surface 2. 

§ ni. 

Propriété remarquable dont jouit Chéliccide gauche rectangulairer 

{surface de filet de vis carrée). 

1. Concevons la surface hélicoide engendrée par une droite G se mouvant sur 
une hélice d tracée sur un cylindre de révolution et sur Taxe A de ce cylindre^ et 
de plus coupant sans cesse sous Tangle droit cet axe A. 

Si par l'axe A et par un point m de la surface on fait passer un cylindre de révo- 
lution Ij ce cylindre coupera la surface hélicoide suivant une hélice 7. 

Or, par une droite et un point, on peut faire passer une infinité de cylindres 
de révolution ; oh peut donc tracer sur la surface hélicoide une infinité d'hélices 
cylindriques se croisant toutes en un même point de cette surface^ 

Il y a plus de vingt ans que cette propriété remarquable m'est connue , et voici 
comment je la démontrai : 

Si Ton a deux cercles G et C/ (fig. 13) tels que le cercle C ait pour diamètre le 
rayon du cercle C ; si par le centre du cercle C on mène une suite de rayons om , 

om% om'j om'\ divisant le cercle C en arcs égaux mvii^=^ mW=WW"=:etc., 

ces mêmes rayons diviseront le cercle C' en arcs aussi égaux entre eux 
mn = nV=nV"p=: etc. ; et comme Tangle rmwi' a pour mesure dans le cercle C 
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Tare mm et pour mesure dans le cercle G^. la moilié de Tare nn\ et comme le 
rajon du cercle C est la moitié du rayon du cercle G , il s'ensuit que Tare mm 
rectifié sera égal à Tare mn' rectifié. 

Gela posé {fig. 14) : 

Chaque rayon prolongé pourra être considéré comme la projection^horizontale 

G*, G'*, G''\ de diverses génératrices droites G , G', G" de la surface héli- i 

coïde (en prenant le plan horizontal de projection perpendiulaire à l'axe A du \ 

cylindre sur lequel sera tracé l' hélice directrice ) . 

En considérant un point m de la surface hélicoide, on sait que le cylindre de j 

révolution B, qui a pour axe l'axe A et qui passe par le point m, coupe la surface \ 

hélicoide suivant une hélice que nous désignerons par d et sa projection ^ \ 

ne sera autre que le cercle G, base du cylindre B. % 

Si l'on trace un cercle C sur le rayon AW du cercle G comme diamètre , et 
qu'on le regarde comme la base d'un cylindre de révolution B\ ce cylindre B' 

passera par l'axe A et parole point m, et les divers points m,, n\ n![y n"\ en les- ' 

quels ce cylindre B' sera percé par les génératrices G^.G', G"', G"\ appartiendront 
à une courbe y, qui sera l'intersection de ce cylindre B et de l'hélicoîde. 

Or, si l'on prend les arcs n^m^^ m'^m"^, etc., égaux entre eux sur le cercle G, 
les arcs mV*, n'V'*, etc., seront égaux entre eux sur le cercle G", et les arcs mW*, 

m'W^^etc., étantégaux entre eux, on établit que les droites G,G', G'', coupent \ 

Taxe A en des points équidistants entre eux, puisque la courbe d est une hé- 
lice cylindrique ; la courbe y sera donc aussi une hélice, et déplus, comme on a : 
arc mW'=: arc mV*, on doit en conclure que les deux liélices ont même incli- 
naison par rapport à l'axe A; elles ont donc au point m.même tangente 6. 

2. Mais {fig. 15), par le point o, centre du cercle G, et par le point m, on peut 
faire passer une infinité de cercles C!\ C\ dont les rayons vont en grandis- 
sant, et dont les centres sont situés sur la droite L, passant par le milieu o du 
rayon om et menée perpendiculairement à ce rayon om. 

Et les rayons am , cm y om" du cercle G étant prolongés coupent ces cercles , 
savoir -.G'^endespointsa , d\a" .... G'" en despoinls6^, 6'',6'^',etc., teisque les arcs 
ma y oLol', aV.... sont égaux entre eux , et aussi que les arcs mb\ b'b'\ b"b'" sont 
égaux entre eux, et de même pour les arcs interceptés sur tous les autres cercles 
G*^, G% etc., passant par les points o et m. 

On doit donc conclure que si l'on considère ces divers cercles G', G", G"', G" , 

comme les bases respectives de cylindres de révolution B^, h", B''', B'"", etc., tous 
ces cylindres couperont la surface hélicoïde suivant des hélices y, y\ y\ qui se 
croiseront toutes au point m. 

Ghaque hélice y, y', y'', aura en m une tangente 9, 6', 9", ^^ >' ^^ évident 
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que toutes ces tangentes seront dans le plan tangent T mené au point m à la sur- 
face hélicoide. 

La tangente 6 , qui appartient à l'hélice y tracée sur le cylindre ayant pour 
base le cercle C tracé sur le rayon om du cercle G comme diamètre, sera la ligne 
de plus grande peute du plan T; et la génératrice droite G, qui représentera Thé- 
lice tracée sur le cylindre ayant pour base un cercle de rayon infini, cercle qui 
ne sera autre que le rayon am prolongé indéfiniment, sera l'horizontale de ce 
plan T. 

3. Toutes les hélices y, y\ y" jouissent d'une propriété remarquable; elles 
touchent respectivement les diverses hélices d, d", i^' données sur la surface héli- 
coide par uiie suite de cylindres de révolution concentriques^ en des points qui 
sont tous situés sur un même plan vertical, ou, en d'autres termes, parallèle à 
l'axe A. 

Et en effet (jî^. 46): 

Si Ton coupe la surface hélicoide par une suite decylhidres concentriques ayant 
pour bases les cercles G, G., G,^ etc., on obtient des hélices cylindriques a; a„ a,, 

Si l'on coupe la surface hélicoide par une suite de cylindres de révolution pas- 
sant par Taxe A et le point m de la surface , et ayant pour bases les cercles C\ C\ 
C\ on obtient les hélices cylindriques 7, -/, y\ 

Tous les cercles G', G'V C" ont leurs icentres o\ o'\ d" situés sur la droite L 
menée perpendiculairement au rayon cm et en son milieu; à chaquecercle d' cor- 
respondra un cercle G, qui lui sera tangent en un point m. situé sur une droite M 
menée tangentiellement au point m au cercle G ou au cerde G'. 

Les deux cylindres ayant pour bases respectives les cercles Q!' et G, seront donc 
en contact par une génératrice droite et verticale passant par le point m,. 

om, sera la projection horizontale d'une génératrice droite de la surface héli- 
coide. 

Le point m, sera la projection horizontale d'un point de la surface hélicoide. 

Les deux hélices, 7'' située sur le cylindre G" et a. située sur le cylindre G,, 
auront donc pour point commun le point qui a m, pour projection, et il est évi- 
dent qu'en ce point elles auront même tangente. 

Tous les points .tels que m, étant sur une droite M , tous les points dont les 
divers points m. seront les projections seront situés sur un plan vertical ayant la 
droite M pour trace horizontale. Donc, etc. 

4. Le plan vertical M coupe la surface hélicoide suivant une courbe assez remar- 
quable , puisque cette courbe a deux asymptotes parallèles et horizontales, et 
qu'en son point milieu cette courbe a un point d'inflexion dotifr/e, ou, en d'autres 
termes, un point d'inflexion pour lequel le rayon de courbure est infini. 
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En^hiifig. il): 

Ck)iiçpvoas Thélice d tracée sur un cylindre vertical ayant pour axe la droite A 
et pour base le centre G. 

Concevons la surface hélicoïde engendrée poUr une droite G se mouvant hori- 
zontalement en s'appuyant sur A et i. 

Menons un plan M tangent au cylindre C et parallèle au plan vertical de pro* 
jection LT (la droite LT étant la ligne de terre). 

La génératrice de contact du cylindre et du plan langent M sera coupée au 
point m par l'hélice d« En ce point, Thélice aura* pour tangente une droite 6 dont 
la projection ff" fera avec A"" un angle égal à celui sous lequel Thélice d coupe les 
génératrices du cylindre C. 

Gela posé : . 

Le plan M coupera Thélicoide suivant une courbe (^ , dont on pourra facileme 
déterminer les divers points. 

Or, (f étant dans un plan parallèle au plan vertical , (f^ sera identique à la 
courbe f. 

La courbe <f aura deux points situés à l'infini, ce seront ceux pour lesquels la 
génératrice de Thélicoide sera parallèle au plan M. Or, il est évident que les deux 
positions de ces génératrice seront G et G,, toutes deux équidistantes du plan 
horizontal passant par le point m et parallèles au plan vertical de projection LT. 

Si en chacun de ces points on voulait construire la tangente, il faudrait con- 
struire le plan tangent à l'hélicoîde en chacun de ces points, et l'intersection du 
plan M et de chaeun de ces plans tangents donnerait l'asymptote demandée. 

Or, on sait que, pour le point situé à Tinfini sur une génératrice droite de 
l'hélicoîde, le plan tangent est perpendiculaire à Taxe A. Dés lors les deux 
asymptotes de la courbe 9^ seront G^ et G/. 

Et comme évidemment tout est symétrique et inversement par rapport au 
point m\ on voit que la courbe 9^ aura en m' un point d'inflexion. 

Et, comme on sait que le paraboloîde engendré par une droite se mouvant 
horizontalement, en s'appuyant sur l'aXe A et la tangente de rhétice d, n'a pas 
seulement un contact du premier ordre, mais encore un contact du deuxième ordre 
avec l'hélicoîde tout le long de la génératrice droite de contact (^), on en conclut, 
qu'au point m, la courbe 9 a pour tangente la droite 9,.ou, en d'autres termes, même 
tangente que l'hélice 8\ et qu'au point m^ la courbe 9^ a un contact du deuxième 



(•) f^^êZ ce que j'ai dit louchant le pavAtM^lide OMulatenr àlliëlicotde , dans le Bolletm de la Société 
philoinatique( séance da 22 juin, année 1839). 
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ordre avec 6"^ et d\ et par conséquent un rayon.de courbure infini en ce point ni'. 

Et ii est facile de reconnaître que les diverses hélices y, /> y\ dont on a parlé 

ci-dessus, art. 3 , couperont le plan M en des points qui ne seront autres que ceux 
Je la courbe <f. 



CHAPITRE II. 

Dans ce chapitre, nous allons chercher et démontrer, en nous servant des 
méthodes de la géométrie descriptive , les diverses propriétés dont jouissent les 
trois spirales : 

i • Spirale logarithmique ; 
2* Spirale hyperholique ; 
3« Spirale d'Archimède (*). 

i"" DE LÀ SPIRALE LOGARITHMIQUE. 

Les géomètres ont donné le nom de spirale logarithmique à la courbe qui a 
pour équation :p=a'-*(pdésignant legrayon vecteur et ot> Tangle qu'un rayon vecteur 
fait avec un axe fixe ). 

Au moyen de l'analyse, ils ont démontré les principales propriétés gépmétriques 
de cette courbe, parmi lesquelles la plus curieuse est celle de couper sous un an- 
gle constant ses rayons vecteurs. 

Au moyen de [analyse^ on a trouvé l'équation de la tangente et on a déduit une 
construction géométrique de la tangente en un point de la courbe; oaa calculé 
le rayon de courbure, on adonné Téq nation de la développée, et on a reconnu 
que cette développée était une spirale logarithmique identique à la spirale déve- 
loppante, mais que la développée était plaeée en une autre position que la courbe 
développante, la développée n'étant autre chose que la développante supposée avoir 
tourné d'un certain angle autour de l'origine. 

Je me propose de reconnaître e( de démontrer toutes les propriétés géométri- 
ques dont jouit la spirale logarithmique en ne me servant que des méthodes de 
la géométrie descriptive. 



(*] J^ai publié, dans le Bulletin de la Société philomatiqné de Paris, le résumé de mes recfierches 
sur les trois spirales. Voyez les séances des 17 novembre 1832 et 12 janTÎer IS^. 
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La première chose à reconnaître est celle-<îi : 

Existe-t'il une courbe polaire qui coupe sous un angle constant chacun de ses rayons 
vecteurs ? 

Je désigne par a la courbe qui doit satisfaire à la propriété énoncée; il est évi- 
dent que si j'enroule le plan sur lequel la courbe a est tracée, sur un cône B de 
révolution, en plaçant l'origine ou pôle ode la courbe a au sommet s du cône B , 
la courbe a se transformera en une courbe à double courbure A, laquelle jouira de 
la propriété de couper sous un angle constant chacune des génératrices G du cône 
B; et, de plus, il est évident que l'angle sous lequel la courbe A coupera chaque 
génératrice G sera le même que l'angle sous lequel la courbe a coupe chacun de 
ses rayons vecteurs. 

Gela posé : 

Si Von projette la courbe A mr un plan P perpendknlaire à l'axe Y du cône B, on 
aura une courbe A^ qui coupera sous un angle constant chacun des rayons du cercle C, 
suivtmt lequel le cône B est coupé par le plan W 

Et en effet : 

Si l'on considère le point m, en lequel la courbe A coupe une génératrice G du 
cône de révolution B, la tangente 6 en m à la courbe A sera située dans le plan T 
tangent au cône B tout le long de la droite G. Si par le point m on mène une 
droite Z parallèle à l'axe Y dii cône B, on aura trois droites G , Z et 9 , se croisant 
au point tu. 

Pour un autre point m' de la courbe A , on aura de même trois droites homo- 
logues G', Z' et B\ se croisant au point m\ 

Or, l"" les droites Z' et G^ feront entre elles un angle égal à celui que les droites 
Z et G font entre elles, puisque le cône B est de révolution ; 

2"* Les droites G' et B' font entre elles, par hypothèse, le même angle que font 
entre elles les droites G et 9 ; 

3"* les droites Z' et 9' feront entre elles le même angle que font entre elles les 
droites Z et 6 , parce que , l"" la droite Z fait avec le plan tangent T un angle égal à 
celui que la droite Z' fait avec le plan tangent T', le cône B étant de révolution; 
parce que, 2'' la droite Z' se projette sur le plan T suivant la droite G', tout comme 
la droite Z se projette sur le plan T suivant la droite G , le cône B étant de révolu- 
tion ; et parce que, 3* la droite 9' menée par le point m' dans le plan T'est sup- 
posée faire avec la droite G' située dans ce même plan T' un angle égal à celui que 

8 
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la droite 9, menée par le point m dans le plan T, fait avec la droite G située dans 
ce même plan T ; 

4* Le plan V, déterminé par les droites Z et , fera avec G un angle égal à celui 
que le plan \\ déterminé par les droites 7/ et 8^ fait avec G\ 

Dès lors : 

I. La courbe A ne sera autre qu'une hélice tracée sur le cylindre H qui la pro- 
jette suivant la courbe A^sur le plan P, puisque les tangentes 6 à cette courbe A 
font un angle constant avec les génératrices Z de ce cylindre H. 

IL Les droites G, G^ G'\ génératrices du-cône B disant avec^e plan P un angle 
constant, et de plus chacune de ces génératrices G, G", G"', faisant un angle con- 
stant avec les plans verticaux V, V, y'\ les projections sur le plan P de ces droites 
G, G", G'" feront des angles égaux avec les traces, sur le plan P, des divers plans 
verticaux V,V,V^ 

Ainsi, de ce qui précède on peut conclure que si la spirale logarithmique plane a 
existe, on peut construire une courbe à double courbure A coupant les génératrices 
d'un cône de révolution sous un angle constant, et que de plus la projection de 
la courbe A sur un plan perpendiculaire à Taxe duc6ne sera une nouvelle spirale 
logarithmique plane A*. 

Si nous démontrons l'existence de la courbe A, nous aurons démontré l'existence 
de la courbe a. 

Or, i"* la courbe A étant une hélice sur le cylindre H, et dès lors toutes ses 
tangentes 9, B\ G\ faisant des angles égaux avec l'axe Y du 'c6ne B et aussi avec 
le plan P, on doit en ooncloreque si i'on mène par le sommet s du cône B un plan 
Q perpendiculaire à l'axe Y de ce cône, les deux plans P et Q étant pai^Uèles 
intercepteront sur chaque tangente 6, 0', 9'', des longueurs égales entre elles; 

V La courbe Aétantune hélice, ton tes ses tangentes formeront une surface dé- 
veloppable 2, et le plan tangent K mené à e^le mr&ce 2 suivant une génératrice 8 
sera le plan osculateur. de l'hélice A pour le^point m par lequel passe la tangente 9 , 
et dès lors le plan K sera, ainsi qu'on le sait, perpendiculaire au plan V tangent 
au cylindre H suivant la droite Z passant par lemèmetpoint m; 

3'' îLe plan T, tangent au cône B suivant G, fait avec le plan V tangent au 
cylindre H suivant Z un angle qui estxx>nstant, quel que soit le point m que l'on 
considère sur la courbe A ; 

4* Le plan X feit avec le plan \ un an{|le qui «est toujours dtfoit , et avec le (dan 
T un angle qui estévidemment constant , puisque les droites G ^9 font un angle 
qui est supposé .constant. 

11 suffira donc de voir s'il est, en eiTet, possible do réaliser œs diverses condi- 
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tioDS, eo knprimant au plan K u& certaia mouvement dans l'espace , pour avoir 
démontré l!existence de la courbe A. 

Or, s^ant construit un plaa T tangent au cône de révolution B suivant la géné- 
ratrice G, désignons par H* sa trace sur le plan P perpendiculaire à Taxe Y du 
cône B^ et prenons ce plan P pour plan horizontal. 

Traçons dans le plan T une droite 9 passant par le sommet $^ du cône B el fai- 
sant avec H* ufl an^e donné a et coupant H' en un point p. Faisons passer par la 
droite 6 deux plans , l'un V perpendiculaire au plan P et l'autre K perpendiculaire 
au plan V. 

Cela fait : 

Tendons un fil F le long de 6 et fixons l'une de ses extrémités au point p du 
plan T, et Tautre extrémité au sommet $ du cône B. 

Faisons mouvoir le plan T de manière l"" à ce qu'il glisse tangenliellementau 
cône B, sa trace H* se mouvant dans le plan P tangentiellement au cercle C, base 
du cône B sur le plan horizontal P ; et S"" à ce que le ûl F s' en roulant sur le cône 4 ^ 

B, à partir du sommet s, reste, en sa partie non enroulée , tendu sur la droite 9. v^ 

Pendant ce mouvement, le plan T entraînera les deux plans Y et K , le plan 
V engendrera une surface développabie H , et le plan K une surface dévelop- t 

pable 1. 

La surface H sera cylindrique, parce que le plan V reste pendant le mouve- 
ment toujours parallèle à l'axe Y du cône B,^ou, en d'autres termes, toujours par- : 
pendiculaire au plan V. 

Chacun des points en lesquels le ûl F passe de la direction droite à la courbe 
tracée sur le cône B formera une courbe qui sera à la fois sur le cône B et sur 
le cylindre H. 

Pendant le mouvement du plan T, la droite 6 changera de place dans l'espace, 
mais en &isant constamment le môme angle a avec les diverses positions de la j 

trace H^ du plan T, et de plus la longueur de 9 comprise entre le plan P et le plan 

Q mené par le sommet $ du cône B parallèlement au plan P, restera constante. I 

La droite 9 pourra donc être considérée comme pliée librement sur le cylindre H, i 

la courbe A sera donc une hétke tracée sur le cylindre H, et 9 , en ses diverses 
positions, sera tangente à cette hélice A, et dès lors le plan K, en ses diverses 
positions, sera osculateur à cette hélice A . 

On voit donc par ce qui précède que l'on peut en effet tracer mécaniquement 
sur le cône B une courbe A coupant les génératrices de ce eône sous un angle 
constant, et que cette courbe A passe par le sommet $ du cône. 

On voit aussi que l'angle sous lequel la courbe A coupe les génératrices G du î 

cône B est le complément de l'angle a, sous lequel la droite 9 coupe la trace H* du 
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plan mobile T; que dés lors on peut construire une infinité de courbes telles 
que A, en faisant varier Fangle « depuis Tangle droit jusqu*à l'angle nul. 

Lorsque a sera droit, la droite et la courbe A ne seront autres Tune et Tautre 
qu'une génératrice G du cône B. 

Lorsque a sera nul, la droite sera parallèle à H* et la courbe A ne sera autre 
qu'un cercle tracé sur le cône de révolution B; et en eflTet, toutes les sections 
circulaires du cône B coupent sous l'angle droit les génératrices de ce cône. 

Ayant démontré l'existence de la spirale logarithmique conique A, et par suite 
l'existence de la spirale logarithmique plane a, et ayant de plus donné un procédé 
mécanique au moyen duquel on pourra tracer la courbe Â sur un cône de révolution 
B, passons à l'examen des propriétés géométriques dont jouissent , en vertu de 
leur mode de génération^ les spirales logarithmiques planes ei coniques. 



§". 

1. Le plan Q passant par le sommet du cône B ei perpendiculaire à Vaxe \ de ce 
cône, coupe la surface développable 1, qui a pour arête de rebroussement la spirale lo- 
garithmique conique A, suivant une courbe qui est identique à la spirale logarithmique 
plane A\ projection de la courbe à double courbure A sur un plan P parallèle au 
plan Q. 

Soit A {fig. 18 ), la courbe à double courbure tracée sur le cône B, ayant son 
sommet en s et pour base sur le plan horizontal P le cercle G. 

Concevons les génératrices G, G^.... du cône B passant par les points m^m',.... 
de la spirale logarithmique conique A. 

Concevons les plans T, T',.... tangents au cône B suivant les droites G, G^.... 
ces plans couperont le plan P suivant les droites H% H*',.... tangentes au cercle C 
aux points r, /, • . . . et le plan Q suivant les droi tes R, RV . . . passant par le sommet s 
du cône et parallèles aux traces H% W.... 

Les tangentes 0, Ô^ à la courbe A pour les points m, m', couperont les droites 
R, R^ aux points q, q\ qui détermineront une courbe d, qui sera la section faite 
dans la surface développable 2 par le plan Q. 

La courbe A se projette sur le plan P suivant la courbe A^et les droites 0, 0^ 
se projettent sur ce plan T suivant les droites 0\ O'^, et comme 0, 0^ sont tan- 
gentes à A, les droites 8*, 0'^, seront tangentes à A^. 

Cela posé, démontrons que les courbes d et A^ sont des courbes identiques ; 
pour cela, il sufQra de démontrer que la projection ^ de d sur le plan P est iden- 
tique à la courbe A*. 
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Et, pour démontrer Ctâentité, il suffit de prouver que la courbe ^ coupe se^ 
rayons vecteurs «*^ sous un angle égal à celui sous lequel la courbe A^ coupe ses 
rayons vecteurs i/'ml'. 

Or, remarquons que l'on a : 

Les trois droites H% R, ^^, parallèles entre elles, donc ^9^ est perpendicu- 
laire sur «Nn^. 

9^ passe par les trois points p, m^, <)A, puisque 9* est la projection de la droite 9 
qui passe par les points p, m, q. 

Le triangle mV<)A est donc droit en son sommet «*. 

Et comme la courbe A. est une hélice sur le cylindre vertical H qui a pour sec- 
tion droite Â*, il s'ensuit que le plan tangent K mené à la surface 2 suivant la 
génératrice 9 coupera le plan Q suivant une droite 1 tangente à la courbe d au 
point q. 

Et cette tangente t se projettera sur le plan P suivant 1* tangente à d* au 
point ^. 

Or : f^ est perpendiculaire â 9^, parce que le plan osculateur K à Thélice A. est 
perpendiculaire au plan tangent V au cylindre H , et que ce plan V a pour trace 
sur le plan P la droite 9^. 

Par conséquent , la courbe A.^ coupera son rayon vecteur «W sous Tangle 

^mV^y et la courbe ^ coupera son rayon vecteur ^^ sous un angle complémen- 
taire de ^(fni". 

Et comme le triangle ^^m^est rectangle en son sommet t^, on doit conclure 
que les deux courbes coupent leurs rayons vecteurs sous le même angle ; les deux 
courbes ^ et A* sont donc deux spirales superposables , en d'autres termes deux 
spirales identiques. 

« 

11. La développée d'une spirale logarUlimique plane est une spirale logarithmique 
identique à la courbe donnée et les deux courbes ont même pôle. 

Nous savons que la courbe ^ (fig. 48) est une spirale logarithmique plane, 
puisqu'elle coupe sous un angle constant ses rayons vecteurs ^^, 

La courbe A^est la développée de fa courbe d^, car la droite 9^ est tangente en 
m* à la courbe A^, et que cette même droite 9* est normale en p^ à d^. 

Ainsi, la développée d'une spirale logarithmique est une spirale logarithmique 
identique et ayant même origine ou même pôle ^. Et la fig. 18 indique suffisam- 
ment la construction à exécuter pour trouver les points m" de la développée A^ 
lorsqu'on aura les divers, points V ^^ ^^ diverses normales 9^ de la spirale 
donnée d^. 
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m. Des propriétés dont jouissent les diverses développantes d'une spirale bgarithmi^^ 
plane. 

Lorsque {fig. 18) Ton coupe la surface 2, lieu des tangentes 6 à une spirale 
logarithmique conique A , par un plan X perpendiculaire à Taxe Y du cône de 
révolution B sur lequel se trouve tracée la courbe A , on obtient une courbe f qui 
est la développante de la courbe A'' section droite du cylindre H sur lequel la 
courbe A est une héàce. 

En faisant varier la position du plan sécant X , et le dirigeant toujours perpen* 
diculairement à Taxe Y, on obtient une suite de courbes cp, (f, (f\ situées dans des 
plans parallèles X, X^ X'^ et ees courbes sont différentes les unes des autres, ne 
sont point, en un mot, superposables , parce que les diverses développantes d'un 
cercle sont seules des courbes identiques. 

Cela posé : 

Supposons (yi^. 19) que Ton donne une spirale logarithmique plane A^ ayant 
son origine ou pôle au point ^. 

Si Ton enroule un lil sur la courbe A^ depuis le point o jusqu'au pôle <*, en 
déroulant ce fil on aura la courbe d^ qui sera une développante de A^ et la seule 
qui soit une spirale logarithmique et une spirale identique à la courbe A\ ainsi 
que nous l'avons vu ci-dessus. 

Mais si l'on enroule le fil sur la courbe A^ depuis le point sf" jusqu'au point o , 
et que l'on déroule ce ûl , le point o décrira la courbe y qui aura un point de 
rebroussement en o , parce que l'on pourrait enrouler le ûl sur l'arc om!" de la 
courbe A* et dérouler ce fil de manière à ce que le point o décrivit la seconde 
branche*/, de la développante complète 77,. 

Cela posé: 

Si du pôle s*" comme centre, et avec un rayon vecteur 3^0 comme rayon, on 
décrit le cercle G; si on mène un rayon vecteur arbitraire ^m^ de la spirale loga- 
rithmique plane A*, ce rayon vecteur coupera le cercle C en un point r ; si on 
construit au point m* la tangente 6* à la spirale A*, et au point r la tangente H* au 
cercle G , je dis que ces deux tangentes se couperont en un point x situé sur la 
développante y ayant le point pour point de rebroussement. 

Et en effet : 

On pourra toujours considérer le cercle G comme la base d'un cône de révo- 
lution B ayant son sommet en un point s arbitrairement placé sur l'axe Y, et le 
cylindre vertical H qui aura pour section droite la spirale A^ coupera le cône B 
suivant une courbe A qui , eh vertu de ce que nous savons , sera une spirale loga- 
rithmique conique. Dès lors, le point misera la projection du point m de la courbe A 
et dosera la projection de la tangente 6 en m à la courbe A. 
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Le pian oscillateur K pour le point m de la courbe A passera par la droite 9 , 
et aura pour traoe sur le plan du cercle G la droite H'' tangente en a: à la dévelop- 
pante y 9 ie point X étant cel ui ^^ lequel la droite B perce le plan horizontal qui n'est 
autre que le plan du cercle C. 

Le plan tangent T au cône B pour le point m contiendra la génératrice G de ce 
cône passant par ce point m^ et de plus conti^ddra la tangente en m à la courbe A ; 
par conséquent, la trace H* (sur le plan horizontal) de ce plan T passera par le \ 

point X et le point r, qui sont les traces horizontales des droites^ et G ; et comme 
le plan T est tangent au cône B , sa trace horizontale H^ devra être tangente au 
cercle C trace horizontale du cône B ; donc , etc. 

D'après ce qui précède , on voit de suite que si de chaque point x de la courbe y 
on mène la tangente H' au cercle G , chacune de ces tangentes H^ sera coupée 
sous un angle constant par la courbe y. 

Et en effet : 

Dans le triangle m^or, l"" FangleâmV est constant, puisque la spirale A^ coupe 

sous un angle constant ses rayons vecteurs; 2** l'angle mf'rx est droit, donc * 

l'angle mf'xr sera constant. 

Et comme l'angle mf'xB^ est droit, il s'ensuit que l'angle r^rH' sera constant : 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi , l'on peut énoncer le théorème suivant : 

Chaque développante d'une spirale logarithmique plane coupe nous un angle constant 
les tangentes menéfs de chacun de ses points au cercle ayant pour centre le pôle de laspirale, 
et pour rayon le rayon vecteur de la spirale correspondant au point de rebroussement de 
la développante. 

Vwiègle est le même pour toutes les développantes de la même spirale hgaritknuque , et 
il est égal à l'angle sous lequel la spirale coupe ses rayons vecteurs. 

Et l'on voit de suite que :la eourbe if" n'est qu'une développante particulière, 
eelie pour lequel le point de rebroussement est précisément le pôle de la spirale 
A^; et pour cette courbe d^, le cercle C a un rayon nui. 

De sorte que les tangentes H'' au cercle G jouent, par rappwt à la développante y, 
le même rôieque les rayons vecteurs ^9^ jouent par rapport à la développante d^. 

Les considérations précédentes nous permettent de résoudre le problème 
suivant. 

IV. Rectification d'un arc de spirale logarithmique plane. 

Étant donnée ( fig. l») une spirale logarithmique A* coupant ses rayons vecteurs 
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SOUS un angle connu a» on peut facilement rectifier un arc om^de cette courbe. 

Pour cela : i** on tracera le cercle C pas^nt par l'une des extrémités o de Tare 
à rectifier, ce cercle ayant pour centre Torigine ou pôle 9*" de la couii>e spirale 
donnée ; 

2"* On construira au point m* la tangente 0^ à la courbe; 

3*" On construira au point r, en lequel le cercle C est coupé par le rayon vecteur 
5^m^ prolongé , la tangente H* à ce cercle C. 

Les droites O^et H,* se couperont en un point x et xinl" sera la longueur de l'arc 
om* rectifié. 

V. GoiMtruction de la tangente en un point d'une tpircde logarithmique plane, longue 
l'on ignore bous, quel angle la courbe coupe ses rayons vecteurs. 

Étant données {fig. 19) la courbe A^ét son origine ou pôle ^, on demande la 
tangente au point m*. 

i^ On décrira le cercle C passant par un point o arbitrairement situé sur la 
courbe donnée, le centre de ce cercle étant le pôle.ou origine de A*; 

2'' On mènera le rayon vecteur ^m^ coupant le cercle C au point r ; 

3** On construira au point r la tangente H* au cercle C ; 

4"* On prendra une droite D égale en longueur à l'are om^ de la courbe 
donnée. 

Cette droite D sera construite par tâtonnement, en prenant des cordes très- 
petites et différant très-peu des peiits arcs qu'elles soutendent. 

S"" Du point m* comme centre , et avec D pour rayon, on décrira un cercle qui 
coupera H" en un point x. <.• 

Joignant les points x et m\ on aura la tangente demandée. 

VI. Étant donnée, une spirale logarithmique plane, coupant ses rayons vecteurs sous 
un angle connu, construire la développée de cette courbe, ou, en d'autres termes, 
construire pour un point de la spirale son rayon de courbure. 

Soit donnée {fig. i8) la spirale logarithmique plane d^. En un point rf" de cette 
courbe, on mènera la normale G* ( cette normale est facite à construire, puisqu'elle 
doit faire avec le rayon vecteur ^^ un angle complémentaire de celui sous le- 
quel la courbe coupe ses rayons vecteurs). 

Du pôle ou origine «* comme centre et avec un rayon arbitraire , on tracera le 
cercle C. 

On mènera le rayon ^r perpendiculaire sur le rayon vecteur ^/, et les droites 
^r et 9^ se couperont en un point m^, qui appartiendra à la développée A^. 

On pourra donc se procurer facilement autant de points m* de la développée 
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A* que Ton voudra, ou, en d'autres termes, autant de centres de courbure m^, que 
Ton voudra, de la courbe donnée if. 

VU. Étant donnée, une spirale logarithmique plane et l* angle sous lequel elle coupe 
ses divers rayons vecteurs, construire l'angle dont il faudrait faire tourner cette courbe au - 
tour de son pôle, pour ta superposer sur sa développée. 

Étant données {fig. 20) la spirale logarithmique plane i et sa développée A, 
nous savons que si Ton prend un point q sur la courbe d, sa normale 0- est tan- 
gente en un point m de la développée A « et que les deux rayons vecteurs sq et 
sm sont rectangulaires entre eux , quel que soit Tangle sous lequel la courbe i 
coupe ses rayons vecteurs sq. 

Le triangle qsm étant rectangle en «, il s'ensuit que les angles sqm et smq sont 
complémentaires; dès lors i^ si sqt=: sm , ces deux angles sont égaux entre eux , 
et chacun vaut un angle demi-droit. 

Dans ce cas^ la courbe i devra tourner d'un angle droit autour du pôle s pour 
venir se superposer sur sa développée A. 

2^ Si Ton a sq <.sm, on a aussi sqm <:ismq. 

Dés lors la courbe 3 tournant autour de son pôle s , le point q viendra se pla- 
cer sur un point q' de la développée A , ce point q' étant tel que Ton ait sq'^=^ 
sq, et il est évident que le point q sera situé entre le pôle s et le point m ; dans 
ce cas la courbe 3 tournera d'un angle plus petit qu'un angle droit pour venir se 
superposer sur sa développée A . 

3" Si Ton a «9> sm, on a aussi smq > sqm. 

Dès lors la courbe i tournant autour de son pôle s , le point q viendra se placer 
sur un point q" de la développée A, ce point 9'' étant tel que l'on ait s^'^=sq, et 
il est évident que le point 9'' sera situé aujdelà du point m par rapport au pôles. 
Dans ce cas la courbe i tournera d'un angle plus grand que l'angle droit pour 
venir se superposer sur sa développée A.. 

YIII. Dans la spirale logarithmique plane, les accroissements des arcs eont propor- 
tionnels aux accroissements des rayons vecteurs. 

Étant donnée {fig. 2i) une spirale logarithmique plane A, nous avons vu ci- 
dessus que si l'on traçait un cercle C, et si l'on menait au poîtit m la tangente 6 
à la courbe A, et au point p en lequel le cercle G est coupé par le rayon vecteur 
sm la tangente T^ ces deux droites se coupaient en un point x, et que la droite 
xm était égale en longueur à l'arc de spirale my. 

Dèslors, si Ton construit une suite de cercles concentriques C, C, C/\ ayant 
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le pôle « pour cratre commun, et tei&que l'on ait pp's=spY\ on aura «c'=:xV 
et dès lors on aura aussi : arc yyz=:arc y'y'\ 

Et comme on a, par construction, sy =sp et sy=$p et sy"='jf/', on aura 
évidemment 

*y + V + *y" + ^tc. =3 arc my + arc my + arc my" + etc. 



Ainsi , en représentant par p le rayon vecteur et par S Tare de la spirale loga- 
rithmique(rarc S était compté à partir de Torigine ou pôle de la courbe), on aura : 



A 

^ =: constante = M , 



ce qu'il faHaîKléHiontcer. 



IX. Dèsi propriétés donlj(mU$eni les déveioppanies de la déuelappanie d'une spirale 
logarithmique plane. 

Étant donnée {fig. 22) la spirale logarithmique plane A, et ayant décrit le 
cercle doni le centre est au pôle s et qui coupe au point o la courbe A , nous 
avons Yu.qpe.la courbe y. développante de la spirale A coupait sous un angle con- 
stant les tangentes T du cercle G, et aussi que cette courbe y coupak les droites T 
sous le même angle, que la spirale A coupait ses rayons vecteijurs sm. 

€ela posé : 

Je décris la courbe D, développante du cercle G et ayant pour origine le point 
o, qui est aussi Torigine de la courbe y sur le cercle G. Puis je décris la courbe K 
développante de la courbe y, cette courbe K ayant ausd pour origine ou point de 
rebroussement le point o. 

Je construis au point m de la spirale A la tangente 6^ 

Au point x^ de la développante y la tangente X' 

Au point y' de la développante K de la développante y la tangente ('. 

Et enfin au point z' de la développante circulaire D la tangente 6". 

Si je conçois l'hélicoïde développarii>ie 1 qui aurait pour arête de rd»rousBement 
une hélice G. projetée en G , cette surfoce sera coupée par le plan horizontiail sui- 
vant la développante circulaire D. 

Et si je conçois un cylindre vertical H ayant pour section droite la coiurbey, 
ce cylindre H coupera la surface héltcoîde 2 suivant une courbe y. qui se projet- 
tera suivant y. 

Or, la courbe y. coupera sous un angle constant les diverses génénitrioèa^lroi- 
tes G de Thélicoîde 2, puisque sa projection y coupe sous un angle constant les 
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tangentes T au cercle C qui sont les projections de ces diverses génératrices G. 

Si je voulais construire au point x, de y. la tangente, je devrais faire la con- 
struction suivante : 

Mener i y et au point x' projection du point x^ la tangente X' qui serait la trace 
horizontale du plan tangent au cylindre H. 

Mener à Det au point z' en lequel la génération G de Thélicoidel passant par 
le point Xi perce le plan horizontal, la tangente ^y laquelle serait la trace hori- 
zontale du plan tangent à l'hélicoîde 2. 

Les droites X' et S' se couperont en un point y qui sera sur le plan Jiorizontal le 
pied ou la trace de la tangente cherchée X,; en joignant donc les points 9' et x, on 
aura cette tangente. 

Et comme la courbe y, coupe sous un angle constant les génératrices G de Thé- 
licolde 2, il s'ensuit que ses tangentes X, coupent sous un angle constant les gé- 
nératrices du cylindre H ; dés lors la courbe y, est une hélice sur le cylindre II, 
dés lors les points y appartiennent à la développante R de la courbe y. 

De là on déduit ce qui suit : 

Problème. RectificatUm d'un arc o\' de la courbe y. 

On tracera {fig. 22) la développante circulaire D passant par le point o de la 
courbe y ; on construira la tangente 6" à la courbe D pour le point %' en lequel le 
rayon vecteur i^x de y coupe D et la droite 6" coupera h taqgente X' au point y'. 

La droite x'y sera égale en longueur à Tare ox' de la courbe y. 

Si Ton voulait avoir la rectification de l'arc xx de la courbe y, on ferait pas- 
ser par le point x la développante circulaire D' ; au point z" on mènerait la tan- 
gente &" à D'} ^' couperait X'au point y"; et la droite o^y serait égale en longueur 
à l'arc xx' de la courbe y. 

Le lieu des points y" sera une courbe K' qui sera aussi une développante dey^ 
mais ayant son point de rebroussement au point a; de y. 

De même que la spirale logarithmique A (Jig. 21) coupait évidemment sous un 
angle constant les cercles G, C, C'\ ayant pour centre commun le pôle«; de 
même la courbe y {fig. 22 ) coupe évidemment sous un angle constant les déve- 
loppantes D^ D", du cercle C qui sert de pôle à cette courbe y. 

Pour la spirale A, à des accroissements égaux pour les arcs correspondaient 
des accroissements égaicL pour les rayons vecteurs (fig. 21 ) ; la même chose a lieu 
évidemment pour la courbe y, puisque les deux triangles y'z'x' et y"z"x sont 
semblables {fig. 22 ). Ainsi le point x partage l'arc tMc de la courbe y de la même 
manière que le point %" partage la droite %'x. 

De même que la courbe A ( fig. 22 ) coupe sous un angle constant a ses 
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rayons vecteurs sm ; de même la courbe y développante de la spirale A coupe sous 
un angle constant et qui est aussi égal à a, ses rayons vecteurs rx ou T ; de même 
aussi la courbe K développante de la développante y de la spirale A coupe sous 
un angle constant et qui est encore égal à a, ses rayons vecteurs %'y' ou 6". 

De sorte que^ pour la spirale logarithmique, le pdie est un point s] pour sa 
développante y le pôle est un cercle G; pour sa développante de développante K, 
le pôle est la développante D du cercle G. 

Et, en appliquant à la courbe K ce que nous avons dit pour la courbe y, on 
voit que la courbe K pourra être considérée comme la projection d'une courbe K, 
située sur une liélicoide développable 2^ ayant pour arôte de rebroussement une 
hélice tracée sur le cylindre, qui aurait pour section droite la développante cir- 
culaire D, cette courbe K, coupant sous un angle constant les diverses généra- 
trices droites de cette surface 2"; dès lors la développante de la courbe K coupera 
sous un angle constant les tangentes à la développante de la développante circu- 
laire D, et ainsi de suite. 

Remarquons qu'au point o, qui est en même temps Torigine des courbes y et 
K, ces deux courbes se coupent à angle droit, puisque K est la développante 
de y; et comme' y est la développante de la spirale A , ces deux courbes se cou- 
pent aussi à angle droit en ce même point o ; dés lors , les courbes A et K ont 
même tangente au point o. 

Ainsi {fig. 23) : la courbe yy", développante de la spirale A, offrira en o un 
point de rebroussement , et elle aura pour tangente en ce point o la normale N 
de la spirale; la courbe RK', développante de yy', offrira en o un point pour 
lequel le rayon de courbure sera nul , et cette courbe sera tout entière d'un 
même côté par rapport à la tangente 9' à la spirale A , et aura pour tangente en o 
la droite 0. La courbe (JU^ développante de KR", passera de l'autre côté de la 
tangente s ^ offirira un point de rebroussement en o; elle aura pour tangente la 
normale N". 

La courbe VV, développante de UU', sera du même côté que UU'par rapport 
à la tangente 6 , et aura en o un rayon de courbure nul et pour tangente en ce 
point, et enCn la développante de VV" repassera de l'autre côté deO, et ainsi de 
suite. 

X. De quelques propriétés de la spirate togariihmique conique. 

Cette spirale jouit ,* comme la spirale logarithmique plane , de la propriété que 
nous connaissons déjà, savoir : que les arcs comptés à partir du sommet du*cône 
sontentre eux comme les rayons vecteurs correspondants aux extrémités de ces arcs. 

Cette courbe est rectifiable ; la longueur d'un arc compris entre le sommet du 



— 60 — 

c6ne et im poiol m est égal à la partie de la tangente qui , menée au point m, se 
trouve comprise entre ce point m et le plan mené par le sommet du cône perpen- 
diculaire à l'axe de ce cône , etc., etc. 
Ces diverses propriétés sont évidentes lorsqu'on jette les yeux sur hfig. 18. 

XL ûmêtrvakm du rcofon de courbvre de la spirale logarithmiifue conique. 

Nous avons vu que la spirale logarithmique conique était une hélice sur le 
cylindre qui projette cette courbe à double courbure sur un plan P perpendicu- 
laire à Taxe du cône suivant une spirale logarithmique conique. 

Par conséquent 9 les rayons de courbure de cette spirale sont tous parallèles au 
plan P. 

Dès lors, étant donné un point m sur la spirale A , pour avoir le rayon de 
courbure correspondant à ce point, il faudra mener par la tangente au point m 
de la courbe A un plan R perpendiculaire au plan vertical passant par 6; ce plan 
R coupera le cône suivant une section conique E, osculatrice à la courbe A au 
point m , car nous savons que le plan R , en vertu de la direction que nous venons 
de lui donner , est le plan osculateur de la courbe A pour le point m. 

Le rayon de courbure de la section conique E, sera celui de la spirale A. 

Gomme pour chaque point de la spirale A , la tangente au point m fait le même 
angle a avec la génératrice G du cône, il s'ensuit que si Ton fait tourner toutes 
les génératrices G autour de Taxe pour les placer sur une même génératrice G, , 
toutes les tangentes 8, menées aux divers points de la spirale A, viendront se 
placer dans le plan T, tangent au cône suivdnt G, , et en ces nouvelles positions 
seront toutes parallèles entre elles ; dès lors, on doit conclure que les divers plans 
osculateurs de la spirale A coupent le cône sur lequel cette courbe est tracée , 
suivant des section coniques B toutes semblables entre elles , mais non semblable- 
ment placées. 

Par conséquent, connaissant le rayon de courbure pour un point m de la spi- 
rale A, il sera facile d'en conclure le rayon de courbure pour tout autre point tn 
que l'on indiquera. 

Et en effet : 

Concevons le cône de révolution B, une génératrice G de ce cône, le plan T tan- 
gent à ce cône suivant G ; menons dans le plan T une suite de droites 8, 6", 6", 

toutes parallèles entre elles, et par chacune d'elles menons un plan parallèle à Taxe 
du cône B, nous aurons les plans verticaux X, X', X'"; par chacune des droites 0, B', 
^\ menons des plans parallèles entre eux R, R', R''et perpendiculaires aux plans 
verticaux et aussi parallèles entre eux X, X', X"; ces plans R, R', R'' couperont 
le cône B suivant des sections coniques semblables et semblablement placées E , 
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E^ E''; désignons : V par 6, 6% b'' ies^leniMliamètrcs de ces Murbot pts8&nl par 
le point en lequel la génératrice G coupe chacnne de ^ ces courbes; 2* par pi p\ p\ 
le rayon de courbure de chacune d^elIes. 

Supposons d*abord que le point en lequd les courbes E, E',. E" «oopantG sait le 
sommet de ces courbes; désignons par a, a y a' les demi-axes, bj b\ 6'' étant les 
autres demi-^xes de ces sections coniques , on aurait dans ce cas tout particulier : 

o' , a'' 
Or, puisque les courbes E et E' sont semblables^ on a 



d'où 



d'où 



a : 


a 


'.'.b 


:b' 


0' 


= 


b" 


b' 


P 


^■i^i»« 




,6* 



doù 



.b''=a''.b 



Et comme 



on aura 



fLf 



d'où 



b'=a" 



t:ï=.b 



p : p' : : 6 : 6' 



Or, cette proportion aura lieu, que b et b' soient les demi-axes ou des demi- 
diamètres, parallèles entre eux, de deux sections coniques Eet E' semblables et 
serablablement placées sur le cône B ; dès lors , connaissant p et 6 pour un point m , 
et b' pour un point quelconque m' de la courbe spirale A , on pourra construire p ou 
le rayon de courbure de cette courbe A pour ce point m^ car : désignant par T et 
T' les plans tangents au cône B et aux points m et m' de la spirale A , et désignant 
par B le plan osculateur en m à la courbe A et par B, le plan osculateur en m à 
cette même courbe A; si Ton Êiit tourner le plan T' autour de l'axe du cône B 
pour le superposer sur le plan T, le plan B. viendra prendre la position B' pa- 
rallèle à B; par conséquent, les plans B, et B' couperont le cône B suivant des 
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Si donc on enroule le plan P sop le o6ne 2, les droites 0. et r. deriendront les 
tangentes 9 et i. Tune au point x de la courbe spirale X , Tàulre au point y de la 
courbe à double couii>ure G et les deux droites 6 et i auront conservé, entre 
elles, les mêmes relations de position qui existaient entre les droites 6, et £, ; 
donc 9 et r se coupent sous un angle constant, etc., etc. 

XIIL Étant tracée sur un cône à directrice arbitraire la courbe qm coupe $ou$ un angle 
constant les diverses génératrices droites de ce cône, on demande de construire le rayon 
de courbwne en un pmnt de cette spirale* 

Nous devons admettre que l'on peut calculer le rayon de courbore d'une sec- 
tion plane quelconque d'un cône 2 dont on connaît le sommet s et la courbe 
directrice B. 

Ainsi, étant donnée {fig. 25), la courbe B pour courbe directrice du cône 2 et 
le poin^ m étant celui de la spirale Â, pour lequel on veut trouver le rayon de 
courbure, nous ferons passer par le point m un plan P perpendiculaire à la géné- 
ratrice G du cône^ laquelle passe par ce point m; ce plan P coupera le cône sui- 
vant une courbe B', au point m nous mènerons la normale mp h la courbe B^ et 
nous déteriùinerons son centre de courbure o; nous aurons dès lors le cercle i, 
osculateur en m à la courbe h\ 

Nous considérerons le cercle d comme la section droite d'un cylindre ayant 
ses génératrices parallèles à la droite G. 

Ce cylindre O sera osculateur en m au cône 2. 

Le cylindre osculateur étant trouvé, il faut obtenir le cône osculaleur et de 
révolution. 

Or, si l'on considère le cercle d comme la base d'un cône ayant le point s pour 
sommet, ce cône sera osculateur au cône 2 tout le. long de G ; mais ce cône ne 
sera pas de révolution ; pour qu'il soit dé révolution , il faut que le triangle sont 
soit rectangle en o. 

Menons en m la tangente 6 au cercle d et par cette tangente 6 faisons passer une 
suite de plans Y, Y', Y''; chacun d'eux coupera le cylindre suivant des ellip- 
ses E , E', E"', qui auront toutes même petit demi-axe et égal au rayon p du 

cercle i et le demi- grand axe sera égal à -^ , a étant l'angle que le plan Y fait 

avec le plan P {fig. 26); et cet angle a variera de grandeur avec les diverses 
positions que le plan Y prendra dans l'espace, savoir : Y', Y'\ 

. Par oonséquent, les ellipses E, E', £,.... auront toutes leurs petits axes égaux 
entre eux et leurs grands axes inégaux entre eux. 
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Le point m sera le sommet de chacune des ellipses E, E', E" ; pour ce sommet, 
le rayon de courbure sera 



^.=.^ 



p étant le demi-petit axe et a désignant le demi-grand axe mq. 
Or 



donc 



on aura donc 



mq 


• cos 


aî=3îiio 




a= 


P 

008# 


p. 


=p. 


COSa 



Par conséquent (fig. 26), si sur om ou p comme diamètre on décrit le cercle K, 
il coupera la droite m^ en a; , et 4^ sera égal à p.. 

Par conséquent , si sur $m comme diamètre je décris le cercle L , les cercles L 
et K se couperont en un point x^ et xs sera l'axe du cône O.de révolution , oscu- 
lateur au cône 2 tout, le long de la génératrice G. 

Le cône osculateur'O. étant construit , on pourra considérer les deux éléments 
successifs de la courbe A qui appartiennent à la fois au cône 1 et au cône 0, 
comme étant situés sur une spirale logarithmique conique A, tracée sur le 
cône 0,. 

Et le plan osculateur Q pour la courbe A. au point m sera le plan osculateur 
de la courbe A pour ce même point m. 

Or, l'on sait que le plan Q est perpendiculaire au plan passant par une droite 
menée par le point m parallèlement à l'axe du cône 0. , et par la tangente en m à 
la courbe A,. 

Dès lors, nous construirons en m la tangente T à la courbe donnée A; par ce 
même point m nous mènerons une droite Z parallèle à Taxe sœo du cône osculateur 
de révolution 0, ; et par la tangente T nous mènerons le plan Q perpendiculaire 
au plan passant par les droites Z et T. 

Le plan osculateur Q étant déterminé^ ce plan coupera le cône 0, suivant une 
section conique osculatrice en m à la spirale donnée A. 

Il ne restera plus qu'à déterminer le rayon de courbure de la section conique 

pour achever la solution du problème proposé. 

10 
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RenumitÊe. En terminant, je crois devoir faire remarquer que lorsqu'il s'est agi, 
n* XI, de la solution du problème : Construire le rayon de courbure p' en un poini 
m' de la spirale logarithmique conique A , connaissant le rayon de courbure p en un 
point m de cette courbe, j'ai dit que désignant par b et 6' les demi-diamètres des 
sections coniques E et E' osculatrices en m et m' à la spirale à double courbure 
A , on avait toujours : 

p: p :: b: b' 

Je n'ai point démontré l'existence de cette propriété dans tous les cas , me bor- 
nant à la démontrer lorsque l'on suppose que les points m et mf sont les 
sommets des courbes E et E\ 

Au moyen déconsidérations géométrî^s très-simples , on peut facilement démon- 
trer l'existence de cette proportion dans tous les cas. 

Et en effet : 

Désignons par G la génératrice du cône de révolution B sur lequel la spirale A 
est tracée, cette génératrice passant par le point m de cette courbe A. Faisant 
tourner le plan de la courbe E' jusqu'à ce que le point m' vienne en m, sur G, la 
courbe E prendra la position E. , et les courbes E et E. seront dans des plans 
parallèles , et sei^nt semblables et semblablement placées sur le cône B dont elles 
sont des sections planes. 

Désignons par e et e, les centres des courbes E et E, la droite qui unira le point e 
au sommet s du cône B passera par le point e, , et les droites ém et ejn, seront paral- 
lèles , et l'on aura : 

em : e^ :: sm: sm, (1) 

Gela fait : 

Traçons dans le plan de la courbe E la développée i de cette courbe; la nor- 
male N menée au point m, à la courbe E et dans son plan , touchera la développée i 
en un point o. 

Et les deux normales successives et infiniment voisines N et N' à la courbe E 
et passant, l'une par le point m et l'autre par le point p , ces deux points étant 
successifs et infiniment voisins sur la courbe E, se couperont au point o. 

De même , deux normales successiv.es et infiniment voisines N, et N/ à la courbe 
E. et passant l'une par le point m et l'autre par le point Pi , ces deux, points étant 
successifs et infiniment voisins sur la courbe E, , fe couperont en un point o,. 

Or, les points s , m et m, étant sur la droite G, les points s, p e^p^ seront sur 
la droite G' g^ératrice successive et infiniment voisine de G sur le cône B. 

Dès lors, les droites Net N., N' etN/ seront parallèles. 
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Dès lors , les plans (N , N.) et (N', N/) se couperont suivant une droite passant^ 
par le sommet « du cône B et les deux points o et o.. 

Or«: om sera le rayon de courbure p de la courbe E pour le point m, et o.m.sera 
le rayon de courbure p, de la courbe E, pour le point m, ; on a donc la proportion : 

p : p, : : sm : «n, (2) 

Comparant les proportions (i) et (2), on en déduit : 

p : p, : : em : 6,m, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Mais si Ton mène par le sommet % du cône de révolution B une droite de direc- 
tion arbitraire Q coupant les plans des sections coniques E et E, en les points q 
et 9, y on aura toujours : 



et par conséquent 



p : p : : ^m : q,m^ 

Ainsi , désignant qm par r et qjm, par r, , on peut dire : que les rayons de cour- 
bure en deux points homologues m et m. de deux sections coniques semblables et 
semblablement placées (dans l'espace) E et E. sont entre eux comme les rayons 
vecteurs homologues r et r. de ces courbes ayant pour pôles conjugués les points 
q et q,. 

Et comme deux sections parallèles et planes faites dans un cône quelconque 
ont pour pôle commun le sommet de ce cône , on peut dire que «m et «m, sont les 
rayons vecteurs des courbes E et E, par rapport à leur pôle commun $. 

Et dès lors , désignant «m par t) et «m, par v, , on aura : 



D'où 



p:p' ::v : v. 



r!:=th 



Par conséquent 9 connaissant le rayon de courbure p pour un point m de la 
spirale logarithmique conique A , on pourra facilement construire le rayon de 
courbure p' pour un point quelconque m' de cette courbe , car il suffira de 
mener par le point m' une droite D s'appuyant sur Taxe du cône B et dirigée 
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perpendiculairement à cel axe, et de porter sur cette droite D une longueur p', 
quatrième proportionnelle entre p , W et sm. 

Un' et 9m étant les distances des points m et m au sommet $ du cône de révo- 
lution B sur lequel est tracée la spirale donnée A. 

Et comme ce que nous venons de dire aura évidemment lieu, quel que soit le 
demi-^ngle au sommet du cône de révolution B , nous pourrons en conclure que 
la même chose aura lieu lorsque ce demi-angle sera égal à un angle droit ; lors 
donc que le cône B sera un plan P et que la spirale logarithmique et conique A 
sera une spirale logarithmique plane A,. 

Par conséquent I l'on pourra très-facilement construire le rayon de courbure 
p' en un point m d'une spirale logarithmique plane A. lorsque Ton connaîtra son 
rayon de courbure p pour un de ses points m ; car désignant par r et r' les rayons 
vecteurs de cette courbe pour les points m etm^ on aura : 

p : p' : : r : r' 



S"* DE LA SPIRALE HYPERBOLIQUE. 



En désignant le rayon vecteur par p et l'angle par cd, les géomètres ont donné 
le nom dé spirale hyperbolique à la courbe plane ayant pour équation p . &) =M , et 
cela parce que l'équation polaire avait la même forme que l'équation en coordon- 
nées obliques xy=3C, laquelle représente, comme on le sait, une hyperbole 
rapportée à ses asymptotes, ces droites étant prises pour axes des coor- 
données. 

Je me propose de démontrer, que si l'on a un cône ayant pour directrice une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution et pour sommet un point situé sur 
Taxe de ce cylindre, la courbe que Ton obtiendra en coupant ce cône par un plan 
perpendiculaire à l'axe du cylindre sera une spirale hyperbolique. 

Ensuite, je chercherai les diverses propriétés dont cette courbe peut jouir, en 
ne me servant que des méthodes employées en géométrie descriptive. 



§ I". 



Traçons (Jig. 27 ) sur le cylindre de révolution qui a pour axe la droite Z et 
pour section droite lé cercle G , l'hélice H. 
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Prenons sur l'axe Z un point s , et menons par ce point un plan perpendicu- 
laire> Taxe Z et coupant dès lors le cylindre suivant un cercle G', et l'hélice H 
en un point a. 

Je dis : que le cône qui a pour sommet le point s et pour directrice Thâice H 
est coupé parle plan xy perpendiculaire à Taxe Z suivant une courbe <p qui n'est 
autre qu'une spirale hyperbolique. 

En effet : 

Par un point m de l'hélice H y concevons la droite itmp génératrice du cylindre 
et la droite smd génératrice du cône. 

od sera le rayon vecteur de la courbe ^ . 

En prenant la droite ox^ ou mieux le plan Zx, pour origine des angles ut\ et 
désignant par R le rayon des cercles G et C ; et par b la distance du sommet 9 au 
plan sécant xy; et par A le pas de l'hélice H, on aura : 



fini 



arc fta 2}r . R 

Et comme 

arcfta = R.» 

on aura 

A. R . u A.o» 

IWI ^ -T — =r- = -rr— 
2jr.R 2îr 

Or, les deux triangles semblables 9nm et $od donnent 

vn : od :: nm:o$ 
ou 

« A. w - 

R:p :: -^r- • * 

^ 2jr 



D'où 



R6 = -—.001 

2fr ^ 



et enfin 

.^TT. R.6 

équation qui appartient à la courbe que les géomètres ont appelée spirale hyper 
bolique. 




\ 
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Cette manière toute nouvelle d'obtenir la spirale hyperbolique , outre l'avantage 
de conduire à un procédé simple soit grapUque pour la construire par point , 
soit mécaniqve pour le tracé d'un mouvement continu, comme nous le ferons 
voir plus loin , a encore celui de bien faire voir comment est composée la quan- 
tité constante qui entre dans l'équation de cette courbe. 

Et ainsi , on voit très-bien que la quantité ^' peut rester constante : 1* si 
l'on fait varier R et A, ou R et 6, ou 6 et A de manière à ce que^^ joû (R .b) ou( t ) 

(Tih\ 
T ) 

reste constant. 

Et cette quantité "^ ' pouvant varier, on voit très-bien que dès lors on doit 

avoir une courbe différente, si l'on fait varier arbitrairement Tune ou seulement 
deux , ou les trois quantités "R^bei h. 

De plus , l'on voit que deux spirales semblables auront pour équations , Tune 
pa)=: Aé , et l'autre pa)=Aé^ 

Puisqu'en faisant varier b dans la quantité — ^j-^, c'est supposer que l'on 

coupe le cône par un plan qui s'éloigne ou se rapproche du sommet $ tout en 
restant perpendiculaire à l'axe Z de ce cône; et qu'un cône est, comme on le sait, 
coupé par des plans parallèles suivant des courbes semblables et semblablement 
placées. 



§ II- 



Des diverses propriétés géométriques de la spirale hyperbolique. 



I. La spirale hyperbolique a un point asymptote. 

H est évident {fiy. 27 ) qu'à mesure que le point m de l'hélice H descend sur 

cette hélice , l'angle a> augmente et l'angle osd diminue ; et que dès lors le rayon 
vecteur od diminue indéfiniment sans jamais devenir nul , parce que la généra- 
trice du cône se rapproche sans cesse de l'axe % sans jamais se confondre avec cet 
axe. 

La spirale f tourne donc indéfiniment autour du point o sans jamais atteindre 
ce point, et c'est pour cette cause que le point o est dit potni asymptote. 
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II. La spirale hyperbolique a une draUe asymptote. 

Si par le sommet s {fig. 27 ) du cône oh mène un plan perpendiculaire à Taxe z , 
ce plan coupera l'hélice H en un point ta, et la génératrice a du cône sera paral- 
lèle au plan sécant â:;^, ou, en d'autres termes, au plan de la spirale 9. 

Dès lors , la courbe 9 a un point situé à l'infini et qui n'est autre que celui 
en lequel la génératrice horizontale sa coupe le plan sécant xy. 

Or, si l'on voulait construire la tangent.e au point d de la spirale <p, il faudrait 
construire le plan T tangent au cône suivant la génératrice smdde ce cône, et ce 
plan T couperait le plan de la courbe 9 suivant la tangente demandée. 

Pour construire le plan T, il faudrait mener au point m de l'hélice H la tangente 6 
de cette hélice, et la génératrice sd et la tangente 6 détermineraient le plan T. 

Par conséquent , pour construire la tangente pour le point situé à l'infini sur la 
spirale 9, il faudra construire le plan T, tangent au cône suivant la génératrice 
horizontale sa de ce cône. 

Et ce plan T, passera évidemment par la génératrice sa du cône et par la tan- 
gente 0. menée à l'hélice H au point a. Cette tangente 9. faisant un angle avec Taxe , 
coupera nécessairement le plan sécant xy et en un point ei dès lors l'asymptote 
de la courbe 9 ne sera autre que ta trace A du plan T. sur le plan xy^ et cette trace 
A passera par le point e et sera parallèle à la génératrice horizontale sa. 

La tangente de l'angle eofr ou , en d'autres termes, de l'angle sous lequel Thé- 
lice H coupe les génératrices du cylindre sur lequel elle est tracée , nous est 
connue ; nous savons qu'en désignant cet angle par 6 on a : 

m 

2ir . R 

tang. 6 



( désignant par R le rayon du cercle section droite du cylindre de révolution sur 
lequel l'hélice est tracée , et par h le pas de cette hélice ). 
Dans le triangle œb rectangle en 6 , on a donc : 

ebrrs ab tang. S 

Or, nous avons posé ci*desstts : 

ab=^b 



donc Ton a 



-r îtr.R.è 
eb = = 



Or, eb mesure la distance du point a à la droite A ou du pâle à Vasytnptote de 



I ' '•' '• I lÊ M" 
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ED faisant ummer la droite si autour de l'axe s, cette droite engendrera un 
c^e de révolution Y ayant le point s pour sommet et pour base le cercle D ayant 
pour centre le point asymptote o de la spirale 9. 

Et comme toutes les tangentes 9 à l'hélflce H font le même angle avec Taxe &, il 
s'ensuivra que Chacune de ces droites aura sa parallèle parmi les génératrices 
du cône V. 
Gela posé : 

Remarquons que les deux droites si et mk étant parallèles , seront dans le plan 
tangent mené au ctee hélicoïdal suivant sd, et que dès lors les trois points /, k 
et d seront en ligne droite. 

Remarquons que la projection horizontale de la génératrice «d n'est autre que 
te rayon prolongé opd du cercle G qui est lui-même la projection horizontale de 
r hélice H, et que dès lors la tangente pk au cercle G sera la projection de la tan- 
gente 9 à l'hélice H. 

Or, les droites apd et pk sont perpendiculaires l'une à l'autre ; donc la droite 
0/ projection de si sera perpendiculaire sur od. Ainsi , le triangle lod est rectangle 
en 0; la droite ol est y comme on le sait , dite sous^iangente pour les courbes polaires; 
ol est constant , quelle que soit la projection du point m sur l'hélice H et par 
suite quelle que soit la projection du point d sur la spirale 99 on en conclut donc 

que la saus^tangenie est constante pour la spirale hyperbolique. 

/\ 9 n 

Nous avons désignée par 6, et la tangente de l'angle IsoesX égale à -^ , par con- 

—, 2ffR , 

sequent 0/= -^ • b. 

Or, nous avons vu ci-dessus que la distance du point asymptote à la droite 

asymptote était égale à — ^^-^ ; par conséquent, nous pouvons énoncer ce qui 

suit : 

Dans la spirale hyperbolique , les pieds des sous'tangentes sont situés sur un cercle , 
ayant le point asymptote pour centre et la droite asymptote pour tangente. 

V. Le cône liéticddal est coupé par des cylindres concentriques suivant des kéUcee 

ayant toutes même inclinaison. 

Pour résoudre cette question, construisons hfig^ 30, et pour cela : 

i* Imaginons les trois axes rectangulaires entre eux oc, ojf, os; 

2* Traçons sur le plan xy une suite de cercles G , G', G" ayant le point pour 
centre commun ; 

3* Imaginons les cylindres 2, 2', 2^' ayant tous l'axe % pour axe de révolution, 
et respectivement pour section droite les cercles G, G', G"; 
A" Prenons sur l'axe z un point «, et considérons ce point comme le sommet 

11 
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Vr. Une spinAe^h/petbc&tfÊe éUmt donnée par zm tracée cmMtuire la imgente^m 
de ses pointé. 

On donne {fig. 31 ) la spirale hyperbolique <p et son point af^mptôtè o, et Ton 
demande de construire au point d la tangente T à cette courbe. 

Par le point o (m mèoera la droite arbitraire ox] dli point o comme centre et 
avec» un rayon arbitraire, on décrira le cercle G coupant la spirale 9 au point/. 
Ou point comme centre, et avec le rayon vecteur ad comme rayon, on décrira un 
second cercle qui coupera la droite ax au point cf. 

Par le point 0, on mènera os perpendiculaire à oxj et Ton prendra sur as un 
point arbitraire s. 

On mènera la droite sd'. 

Par le point p\ en lequel la droite ox est coupée par le cercle C, on mènera la 
droite pW perpendiculaire à ox et coupant sdf en m\ 

Cela fait : 

On développera l'arc y^ du cercle C, et Ton aura une droite FP; en P on mènera 
PM égal kpW et perpendiculaire à l'arc^ rectifié suivant PM, et Ton aura l'angle 
FMP ou y. 

On portera de M en P^ sur MP la droite sa et l'on mènera F^P' parallèle à FP, 
et coupant la droite MF en F'. 

On portera P'F' sur al perpendiculaire au rayon vecteur ody depuis le point 
asymptote jusqu'en /; 

On joindra les points /etc/, et l'on aura la tangente demandée. 

La construction de la tangente nous conduit à une remarque importante. 

Sur le cylindre vertical {fig. 31 ), ayant le cercle C pour section droite, est tra- 
cée une hélice H , directrice du cône ayant le point s pour sommet et la spirale 
cp pour base. 

La tangente 9 au point m de l'hélice H (ce poinf métant celui en lequel la gé- 
nératrice sd du cône perce le cylindre ou s'appuie sur l'hélice H ) coupera le plan 
de la spirale 9 en un point k situé sur la droite T tangente en (f à la courbe <p. 

Or, il est évident que l'arc fp du cercle G est égal à h Broite kp , puisque l'hé- 
lice H passe par le point /en lequel le Cercle G est coupé par la spirale 9. 

Gette remarque nous conduira à la solution de plusieurs problèmes : d'abord 
elle nous permet de simplifier la construction de la tangente en un point de la 
spirale hyperbolique , et ainsi qu'il suit. 

Pour construire {fig. 31) la tangente md à la spirale 9, on décrira le cercle C 
avec un rayon (^f plus petit que od, prenant pour centre le point asymptote a. 

On décrira la développante i du cercle G ayant pour origine le point /en lequel 
le cercle C coupe la spirale 9; cm joindra le point o et le point d, et la droite ad 
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coupera le cercle G en un point p ; en ce point p on mènera la tangente au cercle G, 
laquelle coupera normalement la développante i au point ft; en joignant par une 
droite les points ket d^ on aura la tangente demandée. 

VU. Êiani donnée une droite T ei un poini d sur ceUe druUej et un point o hors de 
la droite T, construire la spirale hyperbolique passant par le point d , ayant le point o 
pour point asymptote , et la droite T pour tangente au point d. 

Étant donné (fig. 32) le point o et la droite T et le point (/sur T, on tracera 
une suite de cercles G , C\ G", du point o comme centre commun; 

On mènera le rayon vecteur o(f coupant les cercles G, G', G", aux pointsp, p', p"; 
en ces points on mènera les tangentes kp^ k'p\ k"p" aux cercles G, G', G'^; 

Ges tangentes couperont la droite T aux point ft, k'^ k". 

Gela fait : 

On enroulera les droites pk sur le cercle G, pk' sur le cercle G', p"k" sur le cercle 
C et Ton tracera ainsi les développantes circulaires 3, 3', 3", lesquelles couperont 
leurs développées G, G'*G'*en les points/,/,/'. 

Et ces divers points//,/', ainsi que le point (f , appartiendront à une spirale 
hyperbolique 9 ayant le point pour point asymptote , et ayant la droite T pour 
tangente au point d. 

Ge que nous venons de dire nous conduit à un rA^or^e important. '. 

Théorème : Si l'on a deux courbes A er B tangentes l'une à l'autre en un point m ; si 
l'on prend un point hors de ces courbes et que l'on mène par ce point la droite om et 
une droite on perpendiculaire à om; considérant om comme axe des y et on comme axe 
des%,on pourra transformer les courbes ketB en deux autres courbes A, et 6. en regar^ 
dont le point comme pôle ou centre commun d'une suite de cercles ayant pour rayons les 
ordonnées y des courbes A et B, et enroulant sur chaque cercle l'abscisse x correspondante 
de ces courbes AetB,et les courbes A. et B,, seront tangentes l'une à l'autre au point m. 
transformé du point m. « ^ 

Nous désignerons ce mode de transformation par le nom de transformationpolaire ; 
ainsi, par ce mode, nous pourrons transformer une courbe A, à coordonnées 
rectangulaires, en une courbe A., à coordonnées polaires; tout comme nous 
avons transformé la droite T {fig. 32 ) en une spirale hyperbolique <p , et vice versa. 
Nous ferons une application de ce théorème lorsque nous examinerons les pro- 
priétés dont jouit la spirale dArdàmède. 

VIII. Étant donnés deux poinu et une droite, construire la spirale hyperbolique ayant 
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l'm de ces ptrinU pour asymptote et passant par VaiUre point) et ayant ta droite pour 
tangente. 

On se donne {fig. 33 ) les-deux points o et / et la droite T; on demande de oon- 
struire la spirale <p ayant le point o pour point asymptote et passant par le point/ 
et tangente à la droite T. 

Du point comme centre et avec q/* comme rayon , on décrira le cercle D. 

On décrira la développante circulaire d ayant son origine en/; la courbe i cou- 
pera la droite T en un point k ; par le point k on mènera une tangente au cercle D , 
dont le point de contact sera en p sflr ce cercle G; on mènera le rayon op qui , pro- 
longé, coupera la droite T en d et la spirale cp demandée sera tangente en d à la 
droite T. 

On pourra se procurer autant de points que Ton voudra de la spirale 9 au moyen 
de ce qui a été dit art. YII. 

Remarquons que du point k on peut mener deux tangentes au cercle D : Tune kp 
et l'autre A:p,, et que dès lors il semblerait que l'on peut construire deux spirales 
résolvant le problème proposé; mais on ne peut employer cette langente kp,^ 
puisqu'elle ne serait pas normale à la courbe d. 

Mais remarquons que la développante du cercle D est composée de deux bran- 
ches d et d' et que la branche y coupera la droite T en un point £' d'où l'on pourra 
aussi mener la tangente&y au cercle D^ &V étant normale à la branche ^^ en sorte 
quele problème proposé paraîtra la première vue, n'avoir quedeux solutions; mais 
il en a réellement un nombre infini ; et en effet : la développante (d, d'), faisant 
autour du cercle D un nombre infini de révolutions, la droite T la coupera en un 
nombre infini de points , et de chacun d'eux on pourra mener une tangente au 
cercle D , et chacune de ces tangentes conduira à une spirale hyperbolique résol- 
vant le problème proposé. 

IX. Étant donnés trois points , construire la spirale hyperbolique passant par deux 
de ces points et ayant le troisième pour point asymptote. 

On donne {fig. 34) les trois points' 0, fei d et l'on prend le point a, pour point 
asymptote. 

Ou point o comme centre et avec of pour rayon , on décrit le cercle G. 

On trace la développante d du cercle G ayant pour origine ou point de rebrous- 
sement le point /. 

On joint le point et le point d par une droite coupant le cercle G au point p. 

Enp on mène la tangente au cercle G , cette tangente coupe la développante S 
au point k ; on joint les points ii: et d par une droite , et cette droite kd sera tangente 
en d à la spirale demandée. 
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Et le point g décrira sur la surface 2 une hélice H' qui aura le même pa$ que 
l'hélice H. 

La droite ks ou L décrira donc une surface hélicoïde gauche 2,'. 

Or ; la surface ^ doit être considérée comme engendrée par le mouvement de 
rotation de la droite L s'appuyant sur l'axe z, sur Thélice H', et faisant un angle 
constant avec l'axe z. 

Et l'on sait que cette surface s! eA coupée par le plan horizontal , ou , en d'autres 
termes, par tout plan perpendiculaire à Taxe z suivant une spirale d'Archimède. 

Par conséquent , si l'on construit la Sipirale d' Archimède i passant par le point k 
donné et ayant le point o pour origine, cette spirale ^ coupera la développante 
den ift) point q, et ce point q sera sur le plan horizontal l'origine de l'hélice H' 
suivant laquelle les deux surfaces 2 et 2' se coupent. 

Cette hélice H' se projettera suivant un cercle D décrit du point o comme cenlre 
et avec o^ pour rayon. 

Et le point >, en lequel la droite ok sera coupée par le cercle D , sera la projection 
du point g, en lequel se coupent et la droite de l'espace ks ou L et l'hélice de 
l'espace H'. 

Si donc on mène du point rla droite rp taogente au cercle D, ou H'^ projection 
de l'hélice H, on aura en rp ou 6^ la projection de la droite d de l'espace. 

Par conséquent , la droite apd ou G'' sera la projection de la génératrice G du 
cône, suivant laquelle le plan T, déterminé par les droites d et L , est tangent à ce 
c6ne i et dès lors la droite kd ou H^ sera la trace horizontale de ce plan, et par suite 
la tangente demandée à la courbe spirale 9. 

D'après ce qui précède, on voit que la solution du problème dépend entière- 
ment du tracé de la spirale d' Archi mède i. 

Pour tracer cette courbe Ç , il faudra connaître le rapport qui existe entre 
l'angle oi> et le rayon vecteur p. 

Or, d'après ce qui a été dit, nous savons que ce rapport est le même que celui 
qui existe entre la circonférence D et le pas de l'hélice M. 

Ainsi , il faudra connaître le pas de l'hélice H. 

Or, c'est ce que nous avons appris à faire, art. Y I ( fig. 31 ).. 

• 

§ m. 

De h tpirale hyperbolique antique. 

Si Ton trace sur un plan une spirale hyperbolique et que l'on enroule ce plan 
sur un cône de révolution, en ayant soin de placer le point asymptote de la courbe 
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Tbéorêii E 1. La mrface dévehppabte l,qiAa pour arête de rebromsement tme spirale 
hyperboliqve conique ^^ est coupée par un plan Q passant par le sommet du cône de révo- 
lution ( sur lequel la courbe ^ est tracée ) et perpendiculaire à Vaxe de ce cône suivant un 
cefcle ayant pour centre le sommet du cône , et pour rayon la sous^^tangente de la spirale 
hyperbolique plane, projection de la courbe ^ sur le plan Q. 

Ce théorème nous permet de résoudre le problème suivant : 

Problème 1. Construire en un point m de la spirale hyperbolique conique^, le plan 
osculateur de cette courbe à double courbure. 

Le plan osculateur d'une courbe à double courbure est tangent à la surface déve* 
loppable formée par les tangentes de cette courbe, par conséquent le plan osculateur 
demandé sera le plan tangent suivant la droite 9 à la surface qui a la courbe ^ pour 
arête de rebroussemen t (fig. 36) ; ce plan aura donc pour trace sur le plan Q une 
droite L tangente en q au cercle D trace de la surface développable sur ce plan Q. 

La droite L étant perpendiculaire à la droite sq sera perpendiculaire au plan 
vertical U passant par Taxe % et le rayon sq] et dès lors le plan O osculateur en m 
à la courbe ^ sera perpendiculaire à ce plan U; le triangle msq est rectangle en «, 
nous pourrons donc donner à la droite «f le nom de sous -tangente de la courbe 
à double courbure tp. 

Et dès lors nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème 2. Le plan osculateur d'une spirale hyperbolique conique ^ est perpen- 
diculaire au plan passant par la souS'-tangente de cette courbe et par taxe du cône sur 
laquelle cette courbe est tracée. 

Ce qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 

Problème 2. Construire le rayon de courbure en un point d'une spirale hyperbolique 
conique. 

Pour le point m* projection du point m, on construira la tangente 6^ à la spirale 
\|/^ projection de la courbe à double courbure ^ ; on construira le cercle D lieu des 
pieds des sous- tangentes de la courbe t^f", et en unissant le point 9, en lequel 
6^ coupe le cercle D , avec le point m on aura la tangente 9 enmkt^; puis , en 9 , 
on mènera la tangente L au cercle et le plan déterminé par les droites L et 6 
coupera le cône B sur lequel ^ est tracée suivant une section conique 6 qui sera 
osculaCtrice ^n m à la couche ^. 

Le rayon de courbure de la courbe 6 sera le rayon de courbure demandé. 

Or : 10 On sait construire la tangente 9* à une spirale 4^* donnée par son 
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oscuiftteur le lof^g de la génératrice sd, ce cône sera coupé par le plan de la 
courbe cp suivant une section conique y oscuiatrice en (f à la courbe 9. 

Le problème sera donc résolu si Ton parvient à construire le cône .0. 

Or : si en m de ThéUce H on construit le plan osculateur 1, et si Ton trace dans 
ce plan I le cercle 6 osculateur en m à l'hélice H, le cône qui aura, pour sommet 
le point «et pour directrice le cercle 6, sera osculateur au cône hélicoïdal tout le 
long de la génératrice sd. 

On peut exécuter graphù/uem^i toutes les constructions que nous venons de 
décrire; en un mot, on peut faire V épure de toutes ces constructions ^ et elles ne 
peuvent embarrasser, car, on les exécute presque toutes dans les cours de géométrie 
descriptive. 



§ IV 



Étant^ donné un cylindre de révolution A , et sur ce cylindre une hélice H, on 
pourra prendre le sommet $ du cône qui a pour directrice Thélice H tracée sur 
le cylindre A tout autre part que sur Taxe 2 de ce cylindre A. 

l"" Si l'on prend le sommet s du cône hors de l'axe z, mais en dedans du 
cylindre, on aura un cône hélicoïdal qui, coupé par un plan Q perpendiculaire 
à l'axe z , donnera une spirale ^ ayant toujours une droite asymptote et un point 
asymptote. La droite asymptote sera donnée par l'intersection du plan Q et du 
plan tangent au cône hélictAdal suivant sa génératrice parallèle au plan Q. Le point 
asymptote sera l'intersection du plan Q et de la droite qui , menée par le sommet 
s , sera parallèle à l'axe 2 ; 

20 Si l'on prend le sommet s sur le cylindre A , la courbe <{/ repassera indéfi- 
niment par le point en lequel la génératriccf , du cylindre A , menée par le point s 
perce le plan Q. 

Et il est évident qu'en ce point asymptote d'un nouveau genre , toutes les spires 
de la courbe t^ auront même tangente , laquelle ne sera autre que la tangente en 
ce même point au cercle section du cylindre A par le plan Q ; 

S" Si Ton prend le sommets hors du cylindre A, la courbe ^ sera composée de 
deux courbes serpentantes s'approcbant indéfiniment (sans pouvoir l'atteindre ) 
du point en lequel le plan Q coupe la droite menée par le point s parallèlement à 
Taxe z du cylindre A. La courbe ^ aura encore, dans ce cas , un point asymptote ; 
et elle aura encore une droite asymptùte qui sera déterminée comme dans les cas 
précédents. 
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Daas l'un et l'antre deces trois cas, la courbe i]i sera composée de deux brauches 
symétriques. 
Et dans le troisième cas, les deux branches de la courbe ^ viendront toucher 
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Nous allons donner Téquaiion générale qui représente toutes les spirales de 
ces quatre groupes. 

Prenons Taxe du cylindre de révolution A pour axe des z, et désignons par R le 
rayon du cercle section droite de ce cylindre, et par h le pas de F hélice H tracée 
sur ce cylindre. 

Les équations de Thélice H en coordonnées rectangulaires seront : 



et 



x'+y'^K 



» = ^ . arc (sin a;) 



(!) 



(2) 



Prenons le point $ sommet du cône hélicoïdal dans le plan des xâ: , les coor- 
données de ce point seront x=:a, z=:by 9=:0, et les équations d'une droite G 
passant par ce point $ seront : 

z — b=fn{x — a) (3) 



y=n{x—a) 



W 



Au moyen des équations (1), (3), (A), on peut obtenir les valeurs dex^y^ 2, 
et Ton aura : 



y 



^M ±nV/(V— ff) (n*+l)*+a? 



(5) 



= 6 _ «04.-^1^^ iV/cH'-o-XW+l)*-^.*] 



(6) 



0) 



Transportant les valeurs de x et s données par (6) et (7) dans l'équation (2) ^ on 
aura une équation en m et n , et qui sera : 

Et si Ton remplace m et n dans Téquation (8) par les valeurs 



X — a 



m =• et n 3s — ^ 



x^a 
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Or : Il est évident que celte courbe d, fiera idea tique à la c<>ttf be d, lisu des pieds 
des sous-tangentes de la courbe G. Ainsi , la courbe d sera sur le plaa de la cour- 
be G la projection orthogonale de la courbe d.. 

Et cela aura lieu , quel que soit le demi-angle au sommet du côneV. 

En sorte que si l'on a une suite de cônes concentriques et de révolution V, 
^'9 ^'\ ayant dès lors même axe et même sommet , tous ces cônes seront coupés 
par le cylindre U suivant des courbes G., G/, C^'\ qui seront les arêtes de. rebrous- 
sement de surfaces développables 2, l\ l", lesquelles seront coupées par le plan 
Q suivant une courbe unique d.; ou, en d'autres termes , les surfaces 2, 2ff l'\ 
s'entrecouperont suivant une courbe d, , qui sera plane, et dont le plan passant 
par le sommet des cônes concentriques sera perpendiculaire à Taxe de ces cônes. 






i 



§ V. 

I 

De9 spirales ayant une courbe asymptote. 

On peut concevoir des courbes-spirales qui , au lieu d'avoir un point asymptote, 
ont une courbe asymptote; et ainsi des spirales telles qu'elles tournent sans cesse 
autour d'une courbe fermée sans jamais pouvoir l'atteindre. 

Imaginons un cylindre vertical de révolution ayant pour base un cercle G et | 

pour axe une droite z. i 

Traçons sur ce cylindre une hélice H , et concevons une sphère S d'un rayon 
plus.pètît que le rayon du cercle G et ayant son centre situé sur l'axe z. 

Faisons mouvoir une droite G sur l'axe z, sur l'hélice H ^t et tangentiellement à 
la sphère S. 

Noua engendrerons une surface gauche qui sera coupée par un plan Q perpen- 
diculaire à Taxe z suivant une courbé 9. 

Or, il est évident qu'à mesure que le point m de l'hélice H , par lequel la droite 
G passe, s'éloignera de la sphère S, soit en dessus, soit en dessous du centre de 
cette sphère , l'angle que la droite G fait avec l'axe z diminuera, et que dès lors le 
rayon vecteur de la courbe 9 qui passe toujours par le pied de l'axe z sur le * 

plan Q,>liminuera. 

Mais il est évident que ce rayon vecteur ne pourra jamais devenir plus petit 
que le rayon de la sphère S , car lorsque le point m sera situé à l'infini sur l'hélice 
H, la droite G sera verticale et toujours tangente à la sphère 6. 

Ainsi, pour cette courbe (;, le cercle décrit du pied de l'axe z, sur le plan Q, 
comme centre et aivec un rayon égal à celui de la sphère , remplacera le pmnt 
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aê^mpUHe de la spirale hyperbolique, et sera un cercle asymptote pour la courbe !^ 
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nera une courbe à double courbure y , qui sera une spirale d'Archimède conique. 

Et si l'on mène un plan Q perpendiculaire à l'axe Y du cône B, cette ^irale 
conique y se projettera orthogonalement sur ce plan Q, suivant une courbe y*" 
qui sera une spirale plane d'Archimède. 

Ainsi y si Ton conaissait la tangente 9 à la courbe de l'espace y, la projection 9^ 
de la droite 9 serait tangente à /. 

Or, la courbe y peut être considérée comme une courbe parcourue par un point 
qui , se mouvant sur la surface du cône B , décrirait des angles égaux autour de 
l'axe Y en même temps qu'il se rapprocherait du sommet s de quantités aussi 
égales : 

Si donc l'on considère trois génératrices G^ G.» G, du cône B, ces génératrices 

faisant entre elles des angles égaux ^ on aura dès lors G , G,= G,, G,; et si l'on 
considère trois points de la courbe y, savoir : m sur G^ m. sur G., m, sur G,, on voit 
que les distances mm^j rritin/'i ntjn^ de ces trois points au plan Q seront telles que 
Ton aura : 

Si donc l'on conçoit trois droites K, K, , K, horizontales et s'appuyant sur 
l'axe Y, et passant respectivement par les points fn^m,^ m,; ces droites seront 
les positions d'une droite mobile se mouvant dans Tespace en s'appuyant sur 
l'axe Y et sur la courbe y et restant parallèle au plan Q ou perpendiculaire à 

l'axe Y ; et comme l'on a , par hypothèse , G, G, = G, , G. , on aura évidemment 

K, K, «=K,, K^, 
Et comme l'on a : 

on voit que la différence des distances des droites K et K, au plan Q, sera 
égale à la diffërence des distances des droites K, et K, à ce même plan Q. 

La droite K peut donc être considérée comme engendrant une hélicoîde gau- 
che 2 (surface de filet de vis carré) (*). 

Dés lors , pour construire la tangente 9 au point m de y , il faudra construire 



(*) Les mêmes raiscnmements amtmt liea si Ton' suppose qne les droites K , K', K", an lien de faire 
un ongle droit aTec Taxe Y, font aTec cet axe Y un angle constant et aigu «. 

Alors, la surface hélicoide gauche 2 engendrée par les droites K sera la surface du filet de vis trian- 
gulaire. On peut donc considérer la spirale conique d'Archimède comme prorenant de Pintersection 
d'un o6ne de révolution et de Tune on l'autre des deux surfaces hëlicoldes , savoir : filet dw vis carré on 

filet de vis triangulaire. 

13 
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me point a situé sur le cercle C , et que dès lors , le point % peut se détermiQer 
de suite, puisque l'on a : rp* égal à Tare rectifié op* du cercle C. 

Problème 2. Étant donnée une spircUe plane d* Archimède et son pôle ou origine, 
construire la tangente en un de ses points. 

Soit donnée {fig. 38) la spirale plane 7\ son pôle ^, et proposons-nous de 
construire 9 en un de ses points m*, sa tangente 6^. 

En vertu de ce qui précède , on fera la construction suivante : 

i"" Du pointa, comme centre et avec un rayon arbitraire , on tracera le cer- 
cle G f coupant la spirale en un point a. 

2* On mènera le rayon vecteur «*m*qui, prolongé, coupera le cercle C au point p*. 

S"" On mènera la droite H* tangente en p^ au cercle G , et déroulant l'arc op^, 
au moyen de la développante i^ qui a son origine en a, on aura le point r si- 
tué sur H*. 

Â"" On joindra les points r et ^ par la droite K^. 

5^ On mènera par le point m!" la droite tj", parallèle à H* et coupant la droite 
K^ au point x. 

6"" Par le point x , on mènera la droite H®, parallèle à la droite K* ou au 
rayon vecteur **m*; cette droite H® coupera la droite H* en un point z. 

T Enfin , on unira les points z et m* par la droite 0^, et on aura la tangente 
demandée. 

Ge qui précède nous conduit au théorème suivant : 

TnÉORÈME i. Si l'on donne sur un plan P une spirale d'Arckimide y'', dont V équation 

soit " = 0; si par son pôle s on mène une droite y perpendiculaire au plan P ; si l'on 

trace sur le plan P tin cercle ayant son centre au pôles et son rayon égal à a; si parle 
point s on mène une droite G faisant avec l'axe y un angle a , et que F on fasse tourner 
la droite G autour dej,on aura un cône B de révolution et dont le demi -angle au sommet 
sera égal à a; si ton conçoit un cylindre Â ayant pour section droite la spirale -/", le cylin- 
dre A. et te cône B se couperont suivant une spirale conique d'Àrchiméde y; et si ton 
fait mouvoir une droite K parallèlement au plan P et s'appuyant sur l'axe y et sur la 
courbe à double courbure y, on aura une héUccUde gauche l'j cela posé :je disque le 
cylindre A et la surface gauche 1 se couperont suivant une hélice H qui coupera les gêné* 
ratrices droites du cylindre H sous un angle égala cl. 

Et en effet : 

Désignant par p le rayon vecteur «*m* de y*, par p, le rayon vecteur homologue 
5m de y 9 on aura 

P = pi sin OL 



Il 
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d'où 



/ fnp 



Il faut donc , pour que lé théorème soit vrai, que Ton ail : 

p:-i^ = f""^ = etc. = constante. 

Or : les deux triangles ^sm!" et 917/ sont semblables , on a donc : 

Et comme xm" est égal à x^p" par construction , on aura, en désignant «V P^^ ^ ' 

p*« : p : : p*r : R 

Et pour un aulre point m"" de la courbe 7*, on aura : 

* pV:p'::pV:R 
d'où 

ç^ ^ R t JL == A 

p*z p^ yV p'V 

On devra donc avoir pour que le théorème énoncé soit vraf : 

R.my _ R m V ^ 
pV p'V 

ou 

mV : pV : : m'V'* • p'^r (i) 

Or, cette proportion est exacte; car {fig. 37) : l"* les deux triangles rectangles 
prp et pVy* sont semblables , puisque leurs hypoténuses rp et r'p' sont les tan- 
gentes à Thélice H ; ils donnent donc la proportion 

pp* : p*r : : p p'* : p'^r (2) 

et 2'' les deux triangles rectangles fnm''p'' et mm^p'^ sont semblables, puisque 
leurs hypoténuses mp^ et m'p'^ sont sur les -génératrices du cône de révolution, 
ils donnent donc la proportion 
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et par suite 

(..N)=ï<i=£! 

Or y en prenant la droite i'a pour origine des angles od, l'équation delà spirale 
sera : 

p=a.Gt) +R 



puisque pour (k>=: o , ond oit avoir pt=sR. 
D'où • • 



« = £ 



--R 



On a donc («.N) = a 

ce qu'il fallait démontrer. 

La tangente trigonom^rique de Tdngle r^p*, en désignant cet angle par e, j 
aura pour expression : 

La tangente trigonométrique de l'angle «mV? ^^ désignant cet angle par e , 
aura pour expression : 

tang e =--rjf == rnrr == r- 
" mj^ tnp a 

On aura donc : 

tang e, : tang e : : p — R : p 
ou 

tang g. : taag: e : : mV * ^^'^ 

L'angle e a pour limite zéro\ car la tangente trigonométrique , ayant pour 
expression -, devient nulle ^ lorsque p = 0. 

Ainsi, pour le pôle, la tangente à la spirale se confond avec le rayon 
vecteur. 

La tangente trigonométrique de Tangle e. a pour limite -; ainsi, au pôle, la 

o 

R 
tangente irîgOQOtnétrîqve de 1 -angle e, a pour valeur - ; mais le rayon R est arbi* 

Cv 

traire ; et dès lors , lorsque B sera égal à a , on aura tang e, = 1 ; lorsque R sera plus 
grand que a ou la sous-normale , on aura tang e, > 4 , et si Ton ^ ti<ay on ama 
tang e. < 1. 
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par le même poiot m on mène la génératrice G de rhélicoSde, Le plan T tangent 
en m à l'hélicoide passera par 6 et 6 ; et ce plan T coupera le plan horizontal , 
suivant une droite qui sera tangente en m à la spirale E. 

Il est facile de voir que l'angle ê étamt donné , Findinaison a de l'hélice d» sur 
les génératrices du cylindre dont G est la section droite, dépend de cet angle 6; et 
que réciproquement, l'inclinaison a de Théliced étant donnée, on en conclut Tangle S. 

On peut donc se donner arbitrairement l'angle a. 

Et dès lors , en menant par le point o une droite 9^ faisant avec la ligne de 
terre LT un angle a^ complémentaire de l'angle a , et par le point m, une droite 6* 
parallèle à la ligne de .terre LT, on aura en 9^1 8^, les projections de la tangente 
en m à l'hélice d. 

Cherchons maintenant les projections de la droite G , ou mieux la grandeur ou 
ouverture de l'angle S sous lequel elle doit couper l'axe A. 

La spirale E coupe la ligne de terre en n. 

La droite G , en passant de la position en laquelle elle coupe l'hélice 9 au 
point m en la position en laquelle elle coupe cette même courbe j au point n , 
a donc décrit un angle droit autour de l'axe A, «ou ^ en d'autres termes, cette 
droite g a parcouru sur l'hélice d , un quart de spire. 

La droite G, en passant du point m au point n, a donc parcouru sur l'axe A 
une longueur égale au quart du pas de l'hélice d.. 

Si donc f sur la ligne de terre , en prend ox égale au quart de la circonfé- 
rence G 9 la droite xy sera égale au quart du pas de l'hélice i. 

Cela fait : 

Le plan vertical de project ion X puisqu'il passe par l'axe A) coupe : 1^ le cylindre 
dont G est la base suivant deux génératrices droites H et H^ perçant le plan hori- 
zontal en les points q et q', qui sont les intersections du cercle G et de la ligne 
de terre ; et 3^ l'hélicoide suivant une génératrice G, , passant par le point n en 
lequel la spirale E perce la ligne de terre. 

Si donc on prend sur H , qz égal à a:y ; la droite G, passera par tes points z 
et fi et coupera l'axe A au point «,, et fera avec Taxe A l'angle g cherché. 

Et la droite G qui doit passer par le point m percera Taxe A en un point $, 
tel que m, sera égal à xy ou au quart du pas de l'hélice is 

La droite G étant connue , il suffira de faire passer le plan T par G et 9 » et de 
construire la trace horizontale de ce plan T. 

Or, pour cela faire, il suffit de mener par le poin^ «, une droite si parallèle 
à 9% et d'unir le point / (en lequel cette droite perce la ligne de terre) avec le 
point m ; et l'on aura en /m , la trace horizontale H* du plan tangent en m à l'héli- 
coide, et par suite la tangente en m à la spirale d'Archimède E. 

14 
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Substituant les valeurs trouvées pour a», axetxy daùs l'expression 



on trouvera : 



ou enfin 



et par suite 



-= 08, ox 



ir • p' . OOt a ir . p 

—. (ait — p) *• S ir\p'.cota 

ir . p. cpt g ai;*.p«006 a 

2* 



7iU 



- p' (g») 



Ainsi , la sous-normale pour le point m est égaie à a. 

Mais quel que soit le point m, considéré sur la spirale, en prenant la ligne 
de terre perpendiculaire au rayon vecteur om, les constructions seront toujours 
les mêmes et Ton retombera toujours sur la ligne on, qui dépendra toujours 
de la valeur de qn ; ou, en d'autres termes, de la diffihreocede d^x rayons vec* 
leurs à angle droit; or, dans la spirale d'Ardiimède, il est évident, en vertu 
de son équation p = aa> et en vertu de la construction graphique de cette courbe, 

que cette diflérence est constante et égale à ^ • 

Ainsi , il est démontré que, pour la spirale d'Àrchimède, la sous-normale est 
constante et égale à a. 

On doit voir que «e q«i précède conduit plus simplenient au théorème relatif 
ji la sou»-aormale et donne aussi une oonstraction plus simple de la tmgênie en 
un point de la spirale d'Arcbimède. 

Remarque. L'on peut encore simplifier la démonstration précédente, car l'an- 
gle a étant arbitraire, on peut le prendre égal .à un demi-droit, et dès lors 

{fig. 39 biê)j on ^oxc=.xyf ei par suite, atsssaê] et par conséquent la sous- 
normale op ss r:. 

'^ oê 

Les deux triangles semblables a$q et os,n donneront : 

o$:oq :: 0$,: an 



i 
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Cela posé : 

Décriv<ms du sommet s du cône B, comme centre et avec R pour rayon, une 
^hère 6; désignons par. G' la génératrice du cône B^.sur laquelle se place 
ie rayon vecteur G, de y, ; par m , le point de y situé sur G » et en lequel se place 
le point m, de 7,. Désignons par T le plan tangent au cône B, le long de G. 

La tangente 6. se placera en 9 tangente en m à y, et 9 sera dans le plan T. 

Menons par le point m le plan X perpendiculaire à 9 ; nous aurons le plan 
normal de 7 pour le point m. Ce plan X coupera le plan T suivant une droite 
N perpendiculaire à 9, et le plan T coupera la sphère 6 suivant un grand cercle G,. 

Gela posé| ai par le sommet s du cône B, nous menons une droite L perpendi- 
culaire à G et située dansle plan T, cette droite L sera perpendiculaire à l'axe y du 
cône B , parce que ce cône 6 est de révolution. * 

Et la droite N viendra couper la droite L en un point n. 

Or , si l'on déroule le cône B sur son plan tangent T, la courbe 7 se trans- 
formera en la courbe 7, laquelle aura pour tangente au point m la droite 9 , et 
pour normale la droite N , et pour sous-normale la droite m. 

Et toutes les droites L seront dans un plan perpendiculaire à l'axe du cône 
de révolution B, et passeront par le sommet de ce cône, puisque toutes ces 
droites L sont perpendiculaires à Paxe du cône B et passent par le sommet 
de ce cône B. ' 

Le théorème énoncé est donc démontré. 

Nous pouvons donc dire : 

Que (si Ton appelle normale de la courbe spiraie conique 7, la droite inter- 
section du plan tangent T au cône B et du plan normal N à la courbe 7) le lieu 
de toutes les normales est une surface gauche qui ^st coupée par le plan Q, 
mené par le sommet s du cône B et perpendiculairement à son axe, suivant un 
cercle D, ayant le sommets pour centre et pour rayon la sous-norn^ale de la 
transformée 7, de 7; 7, étant la courbe que Ton obtient en planifiant le cône B. 

Il est évident que ce théorème est, pour la spirate conique, l'analogue de celui 
qui , pour la spirale plane , s'énonce ainsi : la sous^normale est constanie. 

De ce qui précède on déduit ce qui suit : 

Étant donnée une Spirale plane 7. tracée sur un plan P et ayant un point «, 
pour pôle, el dont la sous-normale est égale à R; si l'on enroule le plan P 
successivement sur les cônes de révolution B, B', B''(ces cônes ayant même 
axe Y et même sommet «), de manière à ce que les points s et s, se superposent et 
que la tangente au pôle s, de la courbe plane 7, prenne dans l'espace une posi- 
tion K perpendiculaire à l'axe Y ; et ensuite de manière à ce que le plan P pre- 
nant les positions U, U', U^'dans l'espace, ces plans U, U", M" étant d'ailleurs 
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Première solution. Étant donnés {fig. 42 ) le point s\ le point m* et la droite e** 
passant par ce point , on se propose de construire la spirale plane d'Archimède 
ayant le point ^ pour pôle et passant par le point mf et ayant en ce point 9^ pour 
tangente. 

Nous construirons d'abord la sous-normale tf'q. 

Du point 6^ comme centre et atec i^q pour rayon , nous décrirons le cercle C. 

Pair le pointa, nous imaginerons un axe Y perpendiculaire au plan sur lequel 
on veut tracer la courbe , et ce plan sera pris pour plan horizontal de projection. 

Nous pourrons donc prendre une ligne de terre LT perpendiculaire à la sous- 
n(M*male s'^q, ou , en d'autres termes, parallèle au rayon vecteur ^tn. 

Et répure s'effectuera en exécutant graphiquement les diverses constructions 
que nous allons indiquer : 

l"" On prendra sur l'axe Y un point s arbitraire, et on le regardera comme le 
sommet d'un cône B de révolution ayant pour trace horizontale le cercle C ; 

S"* On construira un cylindre de révolution ayant ce même cercle G pour, base 
et la droite Y pour axe ; 

3"" On construira le point m situé sur le cône B et ayant m^ pour projection 
horizontale; 

A"" Par le point mon mènera une droite K horizontale et s'appuyant sur Taxe Y ; 

5*" Par le point mon fera passer une hélice H coupant lei génératrices du cylindre 
sous un angle égal à l'angle que la génératrice du cône B fait avec l'axe Y ; 

6"* On fera mouvoir la droite K sur Taxe Y et sur l'hélice H et parallèlemenl au 
plan horizontal ; cette droite K engendrera un hélicoîde gauche 2 , lequel coupera 
le cône B suivant une spirale conique d'Archimède dont la projection horizontale 
sera la spirale demandée. 

Problème à. Étant dmnés trois points s, metm' { non en ligne droite ) , construire 
la spirale d*Archiméde passant par les deux points m et m' et ayant le point s pour pôle. 

On joindra (fig. 44) les points m et m' au point s. 

Du point s comme centre et ayec sm pour rayon on décrira un cercle C coupant 
le rayon vecteur sm au point q. On divisera l'arc cm en n parties égales et la 
droite qm' aussi en n parties égales et traçant des rayons X^, X^', passant par les 
points de division r, /', de l'arc qm et des cercles G'^ C'\ passant par les points de 
division q\ q'\ de qm^ ces rayons et ces éercles se couperont respectivement en 
des points x\ x", qui appartiendront à la spirale y demandée , etc. 

Ge que nous venons de dire et ce qui a été dit plus haut au sujet de la construc- 
tion de la tangente en un point de la spirale d' Ar^shimède , nous permet de donner 
une solution plus simple du troisième problème. 



1 
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Seconde gobukm du furoblèmeS, dont l'énoncé snit : 

Problème 3. ËUmt donnés une draiie Ji, un poini m sur cette droite et un point s 
hors de cette droite, construire la spirale d'Archiméde ayant le point s pourpôle et passant 
par le point m et ayant pour tangente en ce point la droite 6. 

Du poiûU {fig. 45) comme centre et avec un rayon sp égal au double du rayon 
vecteur sm^ on décrira le cercle C coupant la droite 6 au point p, et en ce point p 
on mènera la droite pr tangente au cercle G en ce point p. 

On mènera la droite sr paraître à et coupant la droite pr au point r; et au 
moyen de la développante i on enroulera pr sur le cercle G, et on aura le point a 
qui sera sur le cercle C l'origine de la développante i et* qui sera un point de 
la spirale d* Archimède ; on retombera ainsi sur le problème 4. 

De lacourbe-lieu des pieds des diverses tangentes menées à ta spirak plane d'jérchimêde. 

Le triangle rectangle {fig. 40) pmx^ dans lequel sm est le rayon vecteur, mx la 
tangente et mp la normale , nous donne : 

sm =::pS X SX 

Et désignant sm par p , ^ par N et m par p. , on pourra écrire : 

p'=N.p, 

Or^ Féquation de la spirale plane d'Archimède étant : p=3 a. a». 
Nous aurons pour l'équation polaire de la courbe X, lieu des points x, on, en 
d autres ternies , des pieds des tangentes à la spirale plane y d' Archimède : 



a\a)' = N. 



p. 



La spirale représentée par cette équation pourra recevoir le nom de spirale 
parabolique f puisque son équatioq polaire a la même forme que Téquation, en 
coordonnées rectangulaires, de la parabole. 

Il est évident que la droite-origine des angles (ù de la spirale parabolique sera en 
n)éme temps la droite-origine des angles a> de la spirale d" Archimède > en vertu de 
la marche suivie pour passer de Téquation de la spirale d' Archimède (p = acd) à 

réquation Ip, = |^ wM de la spirale parabolique. 



I 

( 
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Du phm oêeuhUmr de la $piraU conique SArclwmMt. 

4 

On se donne un cône B de révolution ; désignons par s son sommet et par Y 
son axe. 

On trace sur le cône B une spirale conique y d'Archimède ; 

On mène par le sommet s un plan Q perpendiculaire à l'axe Y ; 

On ptojette la courbe y en / sur le plan Q. 

La courbe 7^ est une spirale plane d'Archimède, je désigne par N sa sous-nor- U 

maie. ^' 

L'équation de la courbe y" étant p:=:=aa), la courbe X, lieu des pieds des tm- 

gentes menées à la courbe /, aura pour équation p. == ï? œ* ; et comme nous sa- 
vons que la sous-normale N est égale à a / l'équation de la courbe se réduira à : 

p,c=aû)' 
Cela posé : 

Il est évident que touteales tangentes à la spirale conique y perceront le plan 
Q en un point situé sur la courbe X. 

Si donc nous considérons un point m de la courbe y, sa tangente pour ce point m 
percera le plan Q en un point n situé sur la courbe X. 

La courbe \ étant la trace sur le plan Q de la surface développable formée par 
les tangentes de la courbe 7, si au point fi on mène la droite <- tangente à X, le plan O 
passant par les droites i et 6 sera osculateur en m à la spirale à double courbure y. 

Dès lors , le plan O coupera le cône B sinvant une section conique E qui sera 
osculatrice en m à la courbe y. 

Ainsi donc le rayon de courbure de E sera le rayon de courbure de y ;^ et si l'on 
projette la courbe E sur le plan Q on aura une section conique & qui «era oscu- ^' 

latrice en m* à la courbe y* ; et le rayon de courbure de E* sera le rayon de cour- 
bure de y*. 

On voit donc que le rayon de courbure d'une spirale plane d'Archimède 
s'obtiendra facilement lorsque l'on saura constmire le plan osculateur d'une 
spirale conique d'Archimède, et que le plan osculateur sera lacile à construire si 
l'on sait construire la tangente en un point de la tpimle (pUme) parabolique. 

De la qnrvife parabolifue. 

Au moyen de V analyse on parvient à une propriété remarquable de la spirale 

parabolique^ 

i5 
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L'équation de celte courbe est , ainsi qu'il a été démontré ci-dessus : 



L'expression générale delà sous-tangente dans les courbes polaires est fp'.-^J 
En désignant la sous-iangente par x on aura pour la sp\T2\&parab^ique 
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Menons par le sommet s un plan Q perpendiculaire à Fase Y, et loupant dès 
lors le'cylindre A suivant un cerde G. ayant puur centre le poiAt s et ion rayon 
étant évidemment égal à R. 

Cela fait : 

Traçons sur le cdne B une spirale conique d*Archimède y ; cette courbe passera 
par le point s et coupera le cercle G en un oertain point à. 

Si nous faisons mouvoir une droite K parallèlement au plan P, et s* appuyant 
dans son mouvement sur Taxe Y et sur la courbe à double courbure y , nous 
savons que la surface gauche I qu'elle engendrera-^ coupera le cylindre À suî* 
vant une hélice H passant par le point a. 

Cette hélice H viendra couper le cercle G, tracé sur le plan Q en un point a, ; 
et si l'on unit les points s et a, par une droite K,^ on aura en K, la position 
qu'occupe la génératrice droite de la sur&ce gauche 1, lorsque cette génératrice 
passe par le point « de la spirale emiqtie y. . 

Gela posé : 

Rappelons-nous (fig. 37) que la tangente au point m de y est Tintersection du 
plan tangent au cône B et du plan tangent en m à la surface gauche £• 

Rappelons-nous, encore , que le plan tangent au cône B est perpendiculaire au 
plan méridien M de ce cône passant par le point m. 

Dès lors, pour le point Sj le plan méridien passera par Taxe Y et par la droite 
K,, et il coupera le cône B suivant une génératrice G.. 

Le plan tangent T. au cône B et mené suivant G„ contiendra la tangente 
demandée. 

Le plan tangent 0,, mené à la sqffece gauche 2 et au point $f contiendra les 
génératrices des deux systèmes se croisant en s et appartenant au paraboloide 
de raccordement; or, il est évident que pour le point «, ces deux généralriees 
sont : l'une l'axe Y et l'autre la droite K.. 

Le plan O, est donc vertical et n'est autre que le |^n méridien M du c6ne B. 

Ainsi 9 la tangente demandée ne sera autre que la génératriee G, du cône B. 

Ce qui précède tious permet de résoudre le problème suivant : 

PaoBLÈXB 6. Êiani émméè une êpirale pkne d'Archiméde ei mn péle^ tcmtnme 
la umgeate au pôlen 

On donne (fig. 46) la spirale y et son pôle s^ et l'on propose de eoMtnnîpè 
sa tangente et en son pôle $. 

On prendra deux points aïrbitraires m et n sur la courbe; 

Du point s y comme centre et ayant un pour vayon (le point m étacnt plua éloigné 
du pôle ê que le point n), on décrira le cercle G. 
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On prradra la ligne de terre LT parallèle au rayon vecleiir tm ; 

On mènera la droite sik peipendiculaire à LT , h droite ik représentant la pro- 
jection verlicale de l'axe Y. 

On prendra un point k arbitraire sur la droite indéûnie ik ; et projetant le puot 
m en m', la droite km' sera la projection de la génératrice du cAne B , laquelle est 
parallèle au plan vertical de projectiov. 
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La génératrice K de la surface gauche 2 se meut sur Taxe Y du cône B et sur 
l'héfice H tracée sur le cylindre A ; pour toute position de K , située au-des- 
sous du plan Q perpendiculaire à Taxe Y et passant par le sommet s , cette gé- 
nératrice K perce la nappe inférieure du cône B, mais pour toute position de 
la droite K, située au-dessus de ce plan Q, cette génératrice K perce la nappe 
supérieure du cône B. 

Et il est évident que les deux branches de la courbe y qui se soudent au 
point s ont même tangente en ce point, qui est, comme nous Ta vous dit, la gé- 
nératrice G. du cône B, située dans le plan méridien M passant par la généra- 
trice K. de la surface 2 qui correspond au sommet s. 

On voit donc que la courbe y, avant et après le point Sj sera située d'un mê- 
me côté par rapport au plan méridien M, et sera inversement symétrique par 
rapport au plan méridien M, perpendiculaire au plan M 9 en sorte que ce 
qui se trouvera à droite par rapport au plan M. et au dessous du plan Q, exis- 
tera à gauche par rapport au plan M, et au dessus du plan Q. 

D'après cela/ il est évident que la spirale plane oflfre la forme indiquée par 
; hfig. 47. 

Le Tmfon de c€furbwre au pâle ou êommei de la spirale d*yirditn%ède est nul. 

On sait que lorsque l'on a une surface dévelbppable 1 ayant pour arête de 
rebroussement une courbe D , si l'on coupe . cette surface 1 par une surface 
quelconque A, la courbe G d'intersection a toujours, pour le point d en lequel 
elle coupe la courbe D , un rayon de courbure qui est nul. 

Par conséquent, toute courbe tracée sur un cône et passant par le sommet s 
de ce cône, aura en ce point s un rayon de courbure qui sera nul. 

La spirale conique d'Archimède aura donc, pour le point situé au sommet du 
cône, un rayon de courbure égal à zéro. 

Et comme toute courbe, ayant en un point s un rayon de courbure nul, se 
projette suivant une courbe ayant aussi un rayon de courbure nul au point de 
projection de ce point particuliers; il s'en suit que la spirale plane d'Archimède 
aura un rayon de courbure nul en son sommet , ou pôle^ ou origine. 

Et dès lors, la développée de la spirale plane d'Archimède doit affecter la 
forme indiquée par la fig^ 48. 



1 n. 

C'est HACHETTE qui le premier a remarqué que la projection de la courbe 
intersection d'une surface annulaire et d'un conoïde ayant même naissance et 
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Faisons mouvoir une droite parallèiemeiilau plan P et s'appuyant sur la droite A 
et la courbe à double courbure E, on aura le conoïde dont on se sert maintenant 
pour former la douelle des passages ou partes pratiqués dans une voûte annulaire , 
et qui constituent «e que Ton appelle la voûte d'arête en tour ronde. 

Démontrons : l' que si Ton coupe le premier concfide par un plan quelconque N, , 
mais parallèle au plan N , la section sera une ellipse dont Tun des axes sera tou- 
jours vertical et égal au rayon du cercle G ; 2'' que si Ton coupe le second candide 
par une surface cylindre de révolution quelconque A, i mais ayant pour axe la 
droite A , la courbe E' à double courbure que Fon obtiendra pour section , se 
développera sur un plan tangent au cylindre A. suivant une ellipse E/ ayant tou- 
jours l'un de ses axes vertical et ^1 au rayon du cercle E.. 

1* Du con€ltde à courbe direciriee pkme. 

m 

Soient LT la ligne de terre (fig. 49) , A% A* les projections de la directrice 
droite A. Traçons dans le plan vertical le cercle G ayant son centre en o sur la 
ligne de terre et sur A*. Coupons la surface conoide par un plan N. parallèle au 
plan vertical de projection . 

Je dis que la section sera une ellipse ayant l'un de ses demi-axes vertical et égal 
au rayon du cercle G, son autre axe étant horizontal et égal à pY- 

Et en effet : 

Partageotis le rayon op du cercle G en n parties égales , on aura : 

p«* = aï^^ = ^o. 

Joignant le point A* aux points p» o^» /, o, on aura les projections horizon- 
tales de diverses génératrices droites du conoide ; ces projections couperont la 
droite H"', trace horizontale du plan N,, en les points p\ a;'\ y^, o\ et Ton aura 
évidemment : 

Et les points x\ y' de l'espace seront respectivement à la même hauteur au- 
dessus du plan horizontal que les points a;, y; car les points x et x\ y ely' déter- 
minent deux à deux une génératrice droite du conoïde* . i . 

Gela posé : . 

Du point p comme centre, et avec un rayon égal i p'q'y décrivons sur le plan 
horizontal le cercle 6, et du point p menons une tangente à ce cercle 6; la droite 
qm sera égsde à pY, et si par les points a^, i^j o^ nous menons des parallèles iî 
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la droite pm , ces parallèles diviseroat la droite qm en des points x '\ y"'y o \ tels 

que l'on aura : 

ffk f/k ffk itk^if 

mx ==x y =y 

m 

Et chacune des divisions mx"" de la droite qm sera égale à Tune des divisions 
px" de la droite p'q'. 

Si ensuite on suppose que Ton mène par les divers points Xj y, du cercle G des 
parallèles à la droite pm , on formera un cylindre A ayant le cercle G pour base 
sur le plan vertical de projection. 

Ge cylindre A sera coupé par un plan M, vertical et ayant ^pour trace horizon- 
tale suivant une courbe qui sera évidemment identique à la section faite dans le 
conoïde par le plan N,, puisque ces deux couii)es sont par construction évidem- 
ment superposables. 

Or : la section faite dans le cylindre A par le plan M, est une ellipse ayant pour 
l'un de ses axes la droite qm , et l'autre de ses axes étant vertical et ^1 au dia- 
mètre du cercle G 4 donc , etc« 

De ce qui précède on déduit le corollaire suivant : 

Supposons que la courbe G {fig. 49 ) est une ellipse ayant son centre en o et or 
et op pour demi-axes. 

Si un conoide a pour directrice une ellipse ayant l'un de ses axes horizontal » 
et l'autre étant dès lors vertical et parallèle à la directrice droite A de ce conoide, 
on pourra toujours trouver un plan parallèle au plan de l'ellipse directrice qui 
coupe la surface suivant un cercle ; et pour trouver ce plan , il suflSra d'inscrire 
dans l'angle pk^q (en supposant que pq soit le diamètre horizontal de l'ellipse 
directrice) une droite p'q' parallèle k pq et égale au double du demi-diamètre 
vertical ro de cette ellipse directriee. 

2o Du conoide d directrice d double courbure. 

Soit LT (tangente en au cercle D) la ligne de terre {fig. 50); traçons dans le 
plan vertical de projection le cercle E. ayant le point pour centre. 

Gonsidërons le cercle D comme la base d'un cylindre vertical, dès lors le plan 
vertical de projection sera tangent à ce cylindre suivant une génératrice ayant 
pour trace horizontale le point 0. Enroulons le plan vertical sur ce cylindre , la 
courbe E. se transformera en une courbe à double courbure E qui se projettera 
horizontalement suivant l'are fM/ du cercle D, cet arc pq rectifié étant égal en lon- 
gueur à pjq, diamètre du cercle E, . 

Du point A^ comme centre, décrivons le cercle D. concentrique au cercle D, 
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et regardons 0, comme la base d'im cyliadre vertical N, ; je dis que ce cylindre 
coupera le conoide ayant la droite A et la courbe £ pour directrice suivant une 
Goufbe qui, planifiée, sera une ellipse. 

Et en effet: 

Au polni d menons la droite ip^(\[ parallèle à LT, cette droite sera tangente en o' au 
cerde D. ; prenons o'if[ égal à l'arc rectifié o'ifl \ prenons oV ^^ ^ ^^^^ rectifié dq. 

Les trois points p, ip\ A* sont en ligne droite par construction ; les trois points 
e, o', A^ sont aussi en ligne droite par construction ; dès lors les trois poits p,, p/, 
A'' seront en ligne droite , puisque les arcs qui , dans deux cercle concentriques » 
sous-tendent un mêoie angle sont entre eux comme les rayons des cercles. 

Si donc Ton considère le concriide auxiliaire engendré par une droite horizon- 
tale s'appuyant sur la directrice droite A et sur la courbe plane ^ , il sera coupé 
par le plan vertical ayant pour trace horizontal p/ x\[ suivant une ellipse d,. Et en 
enroulant Ja courbe E^ sur le cylindre qui a pour base le cercle D et l'ellipe jj, 
sur le cylindre qui a pour base le cercle D«., on aura deux courbes £ et d telles 
que si on &it mouvoir une droite horizontale sur E et d, elle s'appuiera toujours 
sur la droite A et engendrera le premier conoîde considéré; car ce que nous 
avons dit de la droite p^/A* se transformant en la droite pp'A^ se dira de toute 
autre génératrice horizontale appartenant soit au premier, soit au second conoide ; 
donc , etc. 

On pourra dés lors déduire le corollaire suivant : 

Si la courbe E, était une ellipse ayant pour ses demi-axes , or et op., on pourrait 
toujours trouver le cercle D. base du cylindre vertical qui couperait le odlioide 
ayant pour directrice la courbe à double courbure E suivant une courbe qui, 
planifiée , serait un cercle. 

Pour cela , il suffirait de construire la droite oX égale à «r (égale au demi- 
axe vertical de Tellipse EJ et traçant avec AV pour rayon le cercle D.» Tare of' 
rectifié serait égal à la droite o'ip^. 

m 

Bemanpie. Dans la solution du premier problème nous avons transformé le 
conoide en un cylindre. Et dans la* solution du second problème , nous avons 
transformé le conoide à directrice à double courbure en un conoide à directrice 
plane* 

La transformation de surfaces en d'autressurfaces est un des modes de recherche 
et de démonsiraiian les plus utiles et les plus féconds en géométrie descriptive. 

On parvient ainsi à reconnaître sur une surface compliquée une propriété 
qui serait restée inaperçue, mais qui devient évidente en la faisant passer de 
la surface simple en laquelle est transformée la surface plus compliquée^ sur 
cette dernière surface. 

16 
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ConUrueibm de la imigmie m un point de la tfirale 



Si étant donnée une spirale d'Arcliimède /^ on peul parvenir à déterminer la 
surliice annulaire et la snrfiice conoide à directrice k double courbure dont la 
courbe d'intersection y se projette suitant cette courbe y*, la constfiiiction de la 
tangente en un point m* de y* ne sera pas difficile, puisqu'il suffira de construire 
la tangente au point m de y et que cette tangente est Tintersection des plans tan- 
gents au point m : 1^ à la surface annulaire et 2'' à la surface conoide. 

Le problème à résoudre est donc celui-ci : 

Ékmi dàdméewM 9pifak (fJtàlàmèie, eMàmète im êwfmee mvmkà n êi wm eut- 
face ootuUde telleê que leur iaienecûon se projette màvani un arc de la courbe damSe. 

Soient donnés {fig. 53) la spirale 4* ArchimMo y^ et son pMe â et un point m^ 
de cette courbe. 

Od prwdfft tt» potBl 3t arbitraire sur y\ et Tok nènera Itt droite w. 

Om mènera par le p0fe f deux droiteaspel^v, T une à droite eC l'autre à gaweke 
de w, «I faisant «tec cMie droite «# dea angles égaux (oh i^'arrMfsra pour que 
le point wt soit ooauprts entre les pointa pet ^ en leaqiieHes see droites eoupent 
la spirale / ). 
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avait uM courbe plane, alors la projection de rinteraeotion serait une courbe 
dont l'équation serait 

— - — = constante, 
tang» 

Et en effet : 

Le condde aurait pour directrice le cercle C, on devrait donc partager le 
rayon </ç/en ji parties égales par les points \\ 2', 3', 4Vet unissant ces points 
au point A\ on aurait des droites qui couperaient les oeccles décrits, autour du 
point A* comme centre, par les points i , 2, 3, 4^ en des points», n\ n",j n'"^ qui 
formeraient une courbe y,* différente de y^i. 

Et il est évident, par la construction, que les accroissements de la tangente 
trigonométrique de l'angle o* sont proportionnels aux accroissements du rajon 
vecteur p. ». 

Et il est évident > par la construction elle-même , que l'une et l'autre spirale 
passent pa^ le point A* qui sera leur pôle. 

Ainsi , l'épure de la voûte d'arête en tour ronde conduit , suivant les dcHinées , 
à une ifirale dArcUmède ou à une epirak UmfetMf/de ayant le point A^ pour 
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Cela fait : du point s comme centre et avec tp pour rayon ^ on décrira un cercle 
qui viendra couper la droite sq en g. 

On décrira du même point $ comme centre, et avec sx pour rayon, un cercle 
qui viendra couper la droite sqen &; il est évident que le point k sera le milieu 
de qg. 

Du point fc comme centre, et avec kg pour rayon, on décrira un démi^ercleC, et 
regardant sq comme une ligne de terre VT\ le cercle G sera h courbe méridienne 
de la surface annulaire demandée, la verticale passant par le point s étant Taxe 
de rotation de cette surface. 

Cela fait : au point o, en lequel la droite sx coupe le cercle pog, on mènera op, 
tangente en o à ce cercle pag ; et Ton prendra op. =arc op. 

On joindra le point p, au point s par ladroite p.«, et l'on prendra or' égal au rayon 
kg du cercle G. 

On mènera p.p/ parallèle à sx et coupant la droite ip, en p'. 

On mènera p'o' perpendiculaire ksx^ et du point s comme centre et avec s(/ 
pour rayon on décrira le cercle D,. 

On prendra la droite oY pour nouvelle ligne de terre LT, et on décrira du 
point o' comme centre et avecoy pour rayon le cercle C\ et le cercle C sera la 
transformée de la courbe à double courbure i tracée sur le cylindre vertical ayant 
pour base le cercle D' ; le conoîde cherché aura pour directrices la verticale passant 
par le point s et la courbe à double courbure d. 

La construction de la tangente au point m" de la spirale donnée y" n'offirira 
plus de difficulté pour ceux qui savent ce que l'on enseigne ordinairement dans 
les cours de géométrie descriptive. 

Con8ifw:ïion de la (angenU m un poini de la ^irale tangenMde. 

ê 

Le problème sera résolu si Ton trouve la surface annulaire et le conoîde à 
directrice plane dont rintersection se projette suivant un are de la courbe 
proposée. 

On fera les mêmes constructions que précédemment pour obtenir la surfece 
annulaire. 

Ainsi {^g. 58 ), on mènera i droite et à gauche de sx drax droiteti tp^ et «9, et 
l'on supposera que les droites ^. et «f font des angles égaux avec k droite «c. 

fH pour obtenir la «urfaoe conoîde , an fera les oonatruettoM aui vantes : sur la ' 
^ord6p,9qui coupe sx m pointo, on prendra 41/ s ^fc; op uraeem r>/ paraliéJe 
à SX et coupant la droite *p, en p/; on mènera p,V perpendiculaire à sx et cou- 
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pant $x en o'; oïè décrira do point cf oomme centre i et wec i/p." ocrninie ray^n , 
le cercle C\ et l'on prendra m cerde G' pour la directrice plane du conoide. 

Remarque. Étant donné un problème à résoudre sur le plan ; passer dans Tespace 
au système à trois dimensions , dont le système sur le plan serait la projection , et 
résoudre le problème sur le système de l'espace, est une méthode fort commune 
en géométrie descriptive , et qui facilite très-souvent la solution du problème 
proposé sur le plan. Car il arrive souvent cjue le problème à résoïklre sur le 
système à trois dimensions est moins difficile ou que 1» solution- apparaît plus vite 
à l'esprit, que si Ton voubit s'obstiner à ne considérer que le sjfsiême^pkm 
proposé. 

Nous devons faire remarquer : que pour la solution du problème précédent, 
nous avons eu soin de prendre la droite sx qui divisait en deux parties égales 
l'angle psq comprisentreles droites qui représmtaient les génératrices extrêmes du 
conoide (celles qui sont situées sur le plan horizontal), telle qu'elle ne passait 
pas par le point m^ de la courbe y\ point pour lequel on voulait construire la 
tangente. Et cela devait étre^ car Ton doit-se rappeler que la oourbe-intensection 
d'une surface annulaire et d'une surface cohoide, ayant même naissance et même 
montée, se compose de deux branches qui se croisent au point culminant , lequel 
point culminant n'est autre que Fintersection du cercle culminant de la surface 
annulaire et de la génératrice droite culminante du conoïde. Or, J'en voit que le 
cercle odc{fig. 52 et 5?) est la projection du cercle culminant de la surface an- 
nulaire engendrée par le cercle G, et que la droite sxest la projection dé fa géné- 
ratrice culminante du conoide. 

Et pour ce point culminant de la courbe-intersection des deux surfaces , la 
construction de la tangente échappe à Fa méthode ordinaire , puisque pour ce 
point culminant le plan tangent à la surfkce annulaire est horizontal , ainsf que 
le plan tangent à fa surflice conoïde. 

Les deux plans tangents se confondant en seufplan, la méthode ordinaire ne 
peut conduire à la construction de la tangente. 

Toutefois, la construction de cette tangente peut être effectuée par diverses 
considérations géométriques. 

Cims^-uetionde kitsmgmUeaupaiiUculm^ courbe-intersection 

éPune surface annulaire et dPune Sfiarface eoncUde ayant mime naissance et même montée. 

Soit {fiy. 54) la courbe / projection de l'intersection de la courbe y, intersection 
d'uno «irfoce annulaire et d'un oonoide ayant pour directrice courbe une courbo 
à double courbure. 
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( D'après ks deiiaé« partîciilîèreft ée la qocatiott , le cercle D, aéra la baae 
du cjKiNlre qui wape le ooncide somiU um courbe qui, planifiée, de&ae le 
cercle B,.) 

On propose de conaimire la tangente au point m^ de /• 

Pour cela, on fort p»aer par n^ le cercle X* ayant V pour eetilre, H la droite 
G'' panant par le point k^. 

X^ aéra la projection (f un ceréle ou paraHèle, tracé sur la suffaee annulaire et 
dont le plan sera distant du pian horizontal d'une qvanttlé égale à t/'y. 

G^ sera la projection d'une génératrice droite du conoide, distant du plan ho- 
rizontal d'une quantité égale à n,\i et l'on sait que n.\=if^y> puisque les 
cercles G et B. ont leurs njwm égaux. 

Gela fait : 

On constraira la trace borisoaiale H* du plan T tangent à la surface annu- 
laire au point m , et la trace horiaootale ff' du plan T, tangent au coneide au 
même point m. 

(On sait construire ces traces) ; et en vertu de la construction , on a : • 

jj^ SIS II *^, ae ll*g.- 

Or , si l'on suppose que la . surface annulaire a pour courbe méridienne le 
cercle G' au lieu du jcercle G^ et que la surface conoide a le cercle B/ de même 
rayon que le ceVde G' au lieu du cercle B, , pour transformée de la courbe à 
double courbure qui lui sert de directrice courbe, on aura toujours j^y^=:it.V . 

Par conséquent , les deux nouvelles surfaces se couperont suivant une courbe 
/ qui aura encore pour projeotion la courbe y^ (^). 

Dans la construction de la tangente , au point m" de y*, on aura donc encore 
la sous-tangente du point y' égale à la sous-tangente du point it/i tout comme on 
avait la sous-tangente «y^ du point y égale à la sous tangente n.*f, pour le point 
fi, ; et par suite, égale à la sous-tangente n^q pour le point n , dont le point n. est 
le transformé. 

On doit donc conclure de là que, dans la construction de la tangente ^ les 
deux lignes s/ et tif^q doivent être égales sans s'inquiéter de leur longueur. 

Et dès lors , la construction de la tangente au point m* de -/" ne devient plus 
qu'une construction plane, puisqu'elle se trouve indépendante de$ paramètres des 
deux surfaces annulaires et conoîdes* 



>*%i*ri»>«B«-«wa*^i***a 



(*)f ai pnblië ime note à ce sujet dans ie ButteHn de ié S^cféiépkilomafêtué* rofêZ là iMiM au 
12 janvier 1833. 
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Par cooséqvanty la oonstroeiion qui donne la taogeote au point m^, donnera la 
tangenie en tout autre point de la courbe / et aussi au point o^ projection du 
point culminant 9 car la figure nous démontre que ce pmnt «^ n'est pas an point 
singulier de la courbe o^, son pôle A^ est son seul point singulier. 

Gela dit : 

Appliquons la construction précédente au point o^ de y* projection du point 
culminant x dey» cette courbe y étant Tintersection des deux surfaces annulaire 
et conoide de dimensions données. 

1* La courbe y^ étant une spirale (f Archimède : 

Nous porterons (fig. 55) sur le rayon vecteur \^a^ et à partir du point a^, une 
longueur arbitraire a^s\ et nous mènerons par ce point s' une droite H* perpen- 
diculaire au rayon vecteur A*x*. 

Du point A* comme centre et avec un rayon convenable nous décrirons un 
cercle D,, tel que Tare pV rectifié soit égal au rayon gk du cercle Ç, courbe méri- 
dienne de la surface annulaire. 

Par le point Cf situé sur le rayon vecteur A*a^, nous mènerons la droite oh per- 
pendiculaire à ce rayon vecteur, et nous prendrons o'h ==a^8'. 

Nous joindrons les points h et A^ par une droite , et nous mènerons par le 
point a^ une droite a^r parallèle à o^h et coupant la droite A^A en r. 

Par le point r nous mènerons la droite H*' parallèle au rayon vecteur A V et 
les deux droites H* et H^' se couperont en un point z. 

Enfin , unissant les points z et a/" par une droite 9^» nous aurons la tangente 
demandée» 

Nous avons , dans les diverse» ûgwes que noua avoQs MMtruiiM » conservé la 
mèiw notatiofiietceUeqite j'ai adoptée CD géméirieile$eripihet pour qnele lecteur 
puisae plus iMihmmt se railler, en anivtant les o^nstriielkNas , les théorèmes 
géométriques qui servent de base ioee diverses eoMtt'uclîoos. 

2"" La courbe y* éiam une spirale tangenUnde. 

Les constructions seront identiqMflsent ks mêmes, seulement (/îgp. 56) Ton 

inscrira dans Tangle pAV une droite p'p perpendiculaire à A V et égale au double 
du rayon ^ilc du cercle G, courbe méridienne (te la snrface annulaire. 

Remarque. Remarquons que {fig. 55 et 56 ) le rayon vecteur AV est égal à la 
droite ^A^ c*est-à-dire à la distance du centre du cercle méridien de la sur- 
face annulaire à son axe A de rotation. Nous pourrons désigner cette distance 
par/. 

La droiteo'A^ est toujours bcile à construire» et nous la désignerens par i . 
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Et comme o'A= West arbitraire, noua pourrons représenter ces deux lignes 
par d. 
Dés lors , les triangles semblables rb*A* et Ao'A* nous donnent : 

ahi^ : k^o' .: al'r : oh 
d'où . 

■fa» • • Jw # • cl 

d'où Ton tire : 

a>r=— 

Et si nous désignons par a l'angle que la tangente G* fait avec son rayon vec- 
teur AV^ nousaurons : 

'tanga=-j^ 
Et comme 

f h 

« 2 = xr 

on aura 

iang« = j-^=^ j 

Par conséquent, a sera égala un angle demi-droit lorsque Ton aura I;=r, et 
aussi lorsque le conoîde sera tel que le point o' he sera autre que le point a!". 
Ce qui précède nous permet de résoudre le problème suivant : 

Étant donnée une spirale d'Ardumède^ trouver le jHjmt de^cette courbe pour iequel la 

^ tangente et le rayon vecÉourfmt entre eux un angle donné. 

i Lorsque {fig. 64 ) nous avons construit la tangente au point m* delà spirale y*, 

en nous servant deé^lans tangents au oonoide et à la surface annulaire , le point 
m" n'était point la projection du point culminant de la courbe à double* cour- 
bure y. 

Or,4[M>ur ce point m\ en désignant l'angle AWz par e, on a: 

/m* «'m* 

tange=-r- ow =-Tr 

^ Et comme les deux triangles A Wr et A VA sont semblables , on a : 

m V ; A*m* : : ii*A : A V 
Or, on peut représenter A*m* par p rayon vecteur du point m^ de la spirale /. 
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On peut représenter A V par R rayon du eercle base du cylindre qui coupe le 
conoide suivant une courbe à double couiiHire qui , planifiée^ donne un cercle 
de même rayon que le cerde méridien de k surface onnulaire. 

Et par construction , on a 9'm^^=i vl'h* 

Par conséquent : 



WLr=:i'^-r^ et tange=- 

Donc, pour résoudre le problème proposé, on considérera la spirale donnée 
comme la projection de la courbe-intersection de deux sur&ces, Tune conoide 
et l'autre annulaire, ainsi qu'on Ta fait [fig. 53).. 

La construction de la fig. 52 eiïectuée, on construira un triangle rectangle 
{fig. 52 bis) xmxfy pour lequel Thypothénuse xg fera avec la base l'angle t qye 
la tangente à la spirale doit faire avec le rayon vecteur. 

On prolongera gm jusqu'en p, de manière qu/e Tenait ypp=R, et menant pf 
parallèle à mr, on aura en pf la longueur du rayon vecteur. 

U suffira donc de décrire, du pôle de la spirale comme centre et avec un 
rayon égal à pf , un cercle qui coupera la spirale donnée au point demandé. 

Ce qui précède permet de donner une nouvelle construction et assez simple de 
la tangente en un point d'une spirale d'Archimède.' 

Et en effet : 

Ayant construit, comme (fig. 52), les deux surfaces dont Tintersection jse 
projette suivant la spirale plane donnée y\ pour mener la tangente au point m*, 
on mènera le rayon vectepr «^m*, lequel coupera le cercle D, ( base du cylindre 
qui coupe le conoide suivant une courbe qui se dévelo(^ suivant un cercle de 
même rayon que le cercle méridien delà surface annulaire) en un point v. 

Par le pôle «^, on mènera s^« perpendiculaire sur ^m'^, et l'on prendra 

On unira les points te et v, et menant par le pointtn^ de la spin^e une parallèle 
$ à la droite m , on aura la tangente demandée. 



S »I- 

Ita spirale d'Arehîmède peut encore être la projection de la courbe inter- 
section d'une surface rampante connue en coupe des pierres sous le nom de m$ 
SmUr&k$ et d'un conoide ayant pour directrice une courbe à double courbure 
qui ne se transforme point en une ellipse telle que les points de contact de ses 
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d'un eoaCHlde awc vie surface mmutme ou avec uAe ««r&ce na^ipaoto étai^iine 
apmid d'Arohittède, aous ooiHk^ît à ^éMralmr.le problèive. 

£t en eSiM : 

Étaat dDQjBiés un plan horiiMlal H et un axe, vertical Z persane ce plan H. en 
un point a |. nous pourrons iaîre passer par Ja droite Z un ^lan M et trai;er dans 
oe pbia H une courbe arbitraire d, et par un point m de d mener une droite X 
borixonlate et coupant Tai^e Z.en un point z. 

Nous pourrons ensuite concevoir un cylindre de révolution A ayant pour axe ia 
droite Z et GO«q[>ant le. plan horizoptal H suivant un cercle C dont le rayon R 
sera éfgû à la disiance m% du point m de la courbe d à Taxe Z. 

Menons un plan T tangent, au cyHndre Amiivant une généralrice L^ et traçpns 
dans ce pbn T ane courbe if identique à la cowbe det telle que le point ta àfiH 
soit Tbomologne du point m de d ; el qu'ainsi menant dans le plan T et par ce 
point m une droite horizontale X', les deux droites X et X' se trouvent ^ lai^titoe 
hauteur au-dessus du plan horiaonta! H. 

Et de plus, concevons que la courbe ^ etf plaeée par rapport à la droite X', 
de la mtflM manière que la courbe d est planée par la droite X, et que par çopsé- 
ijpient la tangente 6' en m' à fai courbe 9f fasse avec l'axe X' un angle éigal à 4e|ui 
que fak la langcttite 6 en m à la courbe d avec la droite X. 

Cela fait , enroulons le pian T sur le cylindre A » la courbe plane f 4e tr^^s-r 
Ibrmera en une coorbe d/ qui , tracée sur le cy lindrCt A , se projettcira hoitiz^pniale^ 
ment suivant un are du eercle G. 

Imaginons maintenant que la courbe d tourne autour de Taxe Z y elle j^igen* 
drera une aurfaoe de révolution £. 

Imaginons qu'une droite G se meuve , dans l'espace , parallèlement au plan JH 
et em s'appnyant à la fois et sur l'axe Z et sur la courba à double courbure d/ ; 
cette droite C ei^endrera un coninde ^» 

Les surfaces 2 et 41 se couperont suivant une courbe Ç dont la projection (* sur 
le plan H sera une spirale d'Arcbimède ayant le point po«r fâk ou origineu 

Et en dfet : si je divise la droite 1 en parties ^les k partir du point m et par 
des points 4, % 3, 4, etc., et si je divise aussi jb drokeX'en parties^les à partir 
du pointm', et par des points i\ V, d^ i'y etc. leadifviflionsde X étant égales entre 
elles etainx dMaimade X , enéiennnt par les peints i> 2, a, 4, etc. des verticales, 
6ileeoo«|»erant la «oorbe I en des points y, ^ y,, y,, y^ , ^e. 9 et les vertioalw miçoées 
parles pointsi', 2', 3, A\ etd.oomperotti la eourbe d'en dea points y/, »/• y^, »/,^- 

Or, il est évident que les droites X et X' étant considérées comme axe res- 
pectif des abscisses pour les courbes i et d", les ordonnées des points y. et t//, 
y^ ^^ 9/» ^^- seront égales entre elles. 
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Par éoBséquent, en metlâiil en projecHen sur ie plan H, les cercles décrits 
par les divers points y,| y.» y«9 etc. de la courbe 9, et les génératrices droites 
du conoide t{; passant respectivement par les points y!\ y/', ^[\ etc. de la courbe 
à double courbure d/, et qui sont tes transformés des -points bomologues y/, 
y' y v'%% ^^<^* ^ '^ courbe plane 3^; les projections de ces cercles et de ces droi^ 
tes se couleront en des points qui appartiendront à la courbe ^, laquelle 
se trouvera évidemment construite de la même manièfé que la spirale plane 
d'Archimède. 

On pourrait encore concevoir le plan H y Taxe Z , le plan M , la courbe d , son 
point m et la droite X, et le cylindre A passant par le point m, et mener au 
cylindre A un plan T tangent au point m , et tracer dans ce plan T et par le point 
m une droite horizontale X' et une courbe t qui passant par le point m serait 
identique à 1* oourbe d et placée, par rapport à la droite X'/ comme la courbe h 
Test par rappoi:t à la droite X. 

Cela fait : concevons que le point m décrive snr le cylindre A une hélice S lii* 
sant avec le plan horizontal H un angle ar. 

Nous tracerons dans le plan T et par le point m une droite X/ ftiisant avec X' 
un angle «, et par les divers points \\ 3', d^^-i', etc. de X', nous élèverons des 
verticales qui perceront la droite X/ en des points i.^-S/, 3/, 4/, etc. , et nous 
transformerons la courbe plane ^ (et dans le plan T) en une courbe ^'j qui aura 
pour axe des abscisses la droite X/, pour origine le point m', et dont les 
ordonnées seront vertical^ et respectivement %iies aux ordonnées de la 
courbe }l. 

On raroûlera cette courbe d" sur le cylindre A » et Ton aura une courbe à 
double courbure K'- 

En feisant mouvoir la courbe d sur l'hélice 6, la droite X restant toifours 
horizontale en s'appuyant sur Taxe Z, Ton engendrera une surface riwi- 
ponie 2,. 

En faisant mouvoir une droite 6 sur Taxe Z et la courbe à double oourbure 
)/', et parallèlement au plan horizontal H , l'on engendrera un conoSde 4^. 

Les deux surfaces 2, et 4^, se couperont suivant une courbe ^ dont la projection 
S,^ sur le plan H sera évidemment une spirale d'Arohiméde* 

Tout ce qui précède peut s'appliquer à la constmction deia<i«jmMy0, con* 
sidérée comme étant sur ie plan H la projeetioa de Tînterseetioa -d'.iHi MMÂde et 
d'une surface de révointian ou d'une sur&ce rampame. 
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§ IV. 
NmKtdte ctusinictio» de la tangente en un point de ta apirale d'Ardumède. 

Supposons une apirale d'Arobimède complète , et dès lors composée de ses 
deux braqches E et E' ayant au sommet o, la droite oD pour tangente {fig. 58). 

En considérant la droite D comme l'origine des angles o), l'équation de cette 
courbe sera : 

Si Ton prend un point m sur la branche E , et que du point o comme centre 
et avec ie rayon vecteur om pour rayon on décrive un cercle venant couper la 
droite D au point p, on aurai en désignant Tare mp par x et om par p: 

X : p :: G* : 1 

d'où 

J7==p.6i> 

Et en vertu de l'équation (i), on aura : 



a 



^=- (2) 



De sorte que si au point p on élève une perpendiculaire à la droite D et égale à Tare 
rectifié pm on aura le point q qui appartiendra à une parabole représen tée par F équa- 
tion (2) et ayant dès lors son sommet au point o, origine de la spirale, et étant rap- 
portée aux deux axes rectangulaires oD eiok{oD étant Taxe des p et o^ l'axe des x ). 

Gela posé : 

Si Ton voulait construire la tangente 9 au point m de la spirale , on construirait 
la tangente i au point g de la parabole, on transformerait cette tangente i en une 
spirale hyperbolique y ayant le point o pourpoint asymptote et celte courbe serait 
tangente en m à la spirale d' Arcfaimède, et dès lors construisant la tangente en m à 
la spirale hyperbolique y, on aurait la tangente demandée 0; et eela aurait lieu en 
vertu du théorème que nous avons établi lorsque nous avons examiné les diverses 
propriétés géométriques dont jouissait la spirale hyperbolique. 

Si l'on dislingue deux branches sur la parabole , Tune oP et l'autre oP\ ces deux 
branches étant considérées comme se réunissant au sommet o , on vok de suite 
que la branche P sera la transformée de la branche E de la spirale, et que la 
branche P' sera la transformée de la seconde branche E' de la mèm^ spirale. 
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peodiciilaire à la (boîte D; et qui a le point o pour origine de ses coordonnées, 
puisque l'équation (4) est satisfaite par xs=soetf:=io. 

La parabole et la spirale jouissent, pour le point m y d'une propriété remar- 
quable :€Ue9 80Ht km^enies tune à Vautre en ce paini m. 

En effet : 

&i , sur le milieu / de la droite am 9 on mène la droite kf perpendiculaire à amy 
cette droite Ufsen Taxe infini de la parabole. 

Si donc, on prend lq = 2.nl, en joignant les points q et m on aura la tan* 
gQUte en m à la parabole : (puisque la sous-tangente est double de Fabseisse 
dans la parabole). 

Si , au point m on mène la normale à la parabole , ir sera la sous-normale. 

Calculons cette sous^normale; on a : 

ri . lqz=.lm (5) 

Or: 

Im = ^ . om 2=2 7 . p î=s ^ . air 
et 



/, = 2./n = ^ 



L'équation (5) donnera donc : 






Mais en menant op perpendiculaire sur om, on aura : 

op=32 . br 
puisque 

Im = 7 . €$n 

On aura donc : op = a. 

Or, pour la spirale, la sous-normale est égale à a en vertu de l'équation de 
cette courbe, qui est : pc=a(7r — w'). 

La droite pm est donc normale à la spirale , la droite mq est donc tangente à 
cette même spirale. 

Si maintenant, au lieu de prendre la droite oh pour origine des angles &/^ on 
prenait la droite D', l'équation de la spirale serait alors : 

p = a (B — 0)'). 
Et l'on voit que, si l'on transformait la spirale sur le rayon vecteur om\ 



cercle C de même rayon que le cercle C , et que cela aura lieu que le conoide aoit 
droit ou oMiqye. 

L'on sait aussi ^ que tout plan P parallèle au plan V coupe le conoide suivant 
une ellipse dont le grand axe est parallèle à la droite Z » si le plan P est situé entre 
les plans V et V; et suivant une ellipse dont le grand axe est parallèle à la droite I 
intersection des plans de projection H et V, si le plan P est situé au delà du plan V 
ou du plan Y, par rapport à la droite Z. 

Gela posé : 

Il est évident que : i"" désignant par E^ E^, E"', etc. les ellipses sections du 
conoide par les plans P situés entre les plans Y et V^ le lieu de leurs foyers 
sera une courbe plane a , située dans le plan A lequel passe par la droite Z et le 
centre o ; et cela aura lieu que le conoïde soit draii ou oblique. 

2* Désignant par E,, E/, E/', etc. les ellipses sections du conoide, par les 
plans P situés au delà des plans V et V'; le lieu des foyers de ces courbes sera 
une courbe plane 6 , située dans un plan B , qui passant par le centre o du cer- 
cle C, sera parallèle au plan horizontal H; et cela aura lieu que le conoide soit 
droit ou oblique. 

On voit donc de suite , que la courbe a située dans le plan A sera une courbe 
fermée , et que la courbe 6 située dans le plan B sera une courbe composée de 
deux branches infinies. 

i"* La courbe a est une ellipse. 

Et en effet : 

Désignons par t le point en lequel la droite Z est coupée par le plan B, et 
par 6 et G' les deux génératrices droites suivant lesquelles le conoide 2 est coupé 
par le plan B. 

Menons un plan P' parallèle au plan V et compris entre les plans Y et V', ce 
plan P' coupera la droite ot qui unit le point t avec le centre o du cercle G , en 
un point p' et la droite G en un point g\ 

Ce plan P^ coupera le conoide 1 suivant une ellipse E' qui aura pour demi petit 
axe la droite p'g\ et dont le demi grand axe sera parallèle à la droite Z (c'est à dire 
vertical ) et égal au rayon A du cercle G. 

Le foyer /' de l'ellipse E' aura donc pour hauteur au-dessus du plan horizon- 
tal H , une droite p'f qui sera telle que l'on aura : 

Désignons par (a l'angle que la droite G fait avec la droite ôî; par X l'angle que 
la droite G fait avec la droite ^y. 
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Concevons Tarète culminante du conoide 2, par rapport au plan horizontal 
H ; cette arête, désignée par K, sera la génératrice de contact du conoide 1 et 
d'un plan tangent à ce conoîde, mené parallèlement au plan B. 

Cette droite K sera dans le plan A qui passe par la droite Z et le centre o du 
cercle G. 

La distance de cette droite K à la droite ot, sera égale au rayon R dti cer- 
cle C. 

Et le plan P" coupera la droite K en un point ç"; on aura donc : q'y^z=^R. 

Gela posé : * 

Si du point q\ comme centre et avec un rayon égal à pV ' ^^^"^ décrivons 
dans le plan P" un cercle 3, ce cercle 3 coupera la droite p'V' ^^ ^^ point/" qui 
sera Fun des foyers de l'ellipse E". 

Et Ton aura : 

Désignons par yL l'angle que la droite G fait avec la droite ot; par >. Fangle que 
la droite G fait avec la droite g'Y'] 
On aura dans le triangle ip^'g'j 



t-r 



// - _î 



D'où l'on tire : 



p g : sin^ :: tp : sinX 



p flf =IP . T— 



(6) 



Portant la valeur pV' (Ô) dans l'équation (5) et remarquant que p'g" z=:^Y\ 
on aura : 



Et désignant dans le plan B, ip" par x eif'g" par y y 
On aura : 

\8inA/ ^ 



(8) 



Cette équation (8) est celle d'une hyperbole rapportée aux axes obliques oî et 
ib y en désignant par ib la droite menée par le point i et dans le plan B et parallè- 
lement à la droite p"g". 

Le point i sera l'origine des coordonnées et swa en même temps le èenlre de 

l'hyperbole. 



Le d«mi'-axe dirigé suivant Z sera égal à R , et le dem-iaxe dirigé suivant G* sera 
égala :R-; — .. 

L'angle V pourra être droit» alors la droite mobile R fera constamment un angle 
droit avec la droite G, tandis que, lorsque l'angle X' est aigu, la droite R fait en 
chacune de ses positions dans Tespacé un angle différent avec la droite G. 

Dans le cas où Tangle ï! est droit, le demi-axe de l'ellipse E dirigé suivant la 

droite G* aura pour valeur-: — ,. 

Et Ton voit de suite que la réciproque est vraie , savoir : 

Que se donnant : V sur un plan A une ellipse E ayant son centre en un point i 
et ses axes égaux à 2R et 2L( l'axe 2R coupant l'ellipse E en les deux points r et r, 
et l'axe 2L coupant l'ellipse E en les deux points /et ty en sorte que les quatre 
points r, r\ leit seront les quatre sommetsde l'ellipse E), et 2'' une droite G pas- 
sant par le point i et située dans le plan U, lequel sera mené par Taxe 2L , et 
dés lors perpendiculairement au plan A , et 3o un plan X passant par Taxe 2R ; si 
l'on fait mouvoir une droite K parallèlement au plan X et s'appuyant pendant son 
mouvement sur la droite G et sur l'ellipse E , chaque génératrice K aura sa partie 
interceptée par la droite G et le plan A ^al à R^ si toutefois le plan X et la droite 
G sont dirigés dans l'espace de manière à satisfaire aux conditions ci-après : 

Du point / comme centre, et avec un rayon égal à R, décrivons dans le plan U 
un cercle D , la droite G devra couper ou au moins toucher ce cercle D. 

La droite G coupant le cercle D en deux points d et (f , le plan X passant par 
l'axe 2R devra être parallèle à l'une ou à l'autre des droites dl ou d'L 

Et en désignant par X le plan parallèle à la droite dl et par X' le plan parallèle 
à la droite (tl^ on voit que la réciproque est vraie, en vertu de la proposition directe 
énoncée précédemment; car en vertu de la proposition directe, on sait qu'en 
faisant mouvoir une droite d'une longueur constante R parallèlement au plan X 
ou au plan X', l'une de ses extrémités parcourant la droite G, et son autre extré- 
mité s'appuyant sur le plan A, le conoide 9 (ainsi engendré) sera coupé par le 
plan A suivant une ellipse E' ayant le point t pour centre et ses axes égaux à 2R 
et2L. 

La proposition réciproque nous démontre que tant que la droite G coupera le 
cercle D , il existera deux conoides du système (p (ayant une diredrice droite G) 
s'entrecoupant suivant la même ellipse E et ayant pour plan directeur, l'un le 
plan X et l'autre le plan X'. 

Et que si la droite G est tangente au cerde D, alors il n'existera qu'un seul 
conoide (f\ mais alors les deux plans X et X' se confondent en un seul plan qui est 
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Cette propriété, pour les conoides du genre ly n'est qu'un cas particulier 
d'une propriété plus générale, savoir : que si Ton coupe un conoîde du sys- 
tème 2 ou du système f, par des plans parallèles entre eux et à la directrice 
droite Z , les courbes de sections seront des courbes de même nature et du 
même genre. 

C'est ce que nous allons démontrer. 

Goaeevons i"" un plan V sur lequel on a tracé une courbe arbitraire C; S"" un 
plan H coupant le plan Y suivant une droite I et sous un angle arbitraire a; 
3^ une droite Z, dirigée d'une manière arbitraire par rapport au plan H et cou- 
pant ce plan en un point A, mais cette droite Z étant dirigée parallèlement au plan V. 

Imaginons une droite G se mouvant parallèlement au plan H en s'appuyant sur 
la droite Z et la courbe C» 

On engendrera un conoîde 2' dont le mode de génération est le même que ce- 
lui des conoides elliptiques 2. 

Menons un pian Q parallèle au plan V; ce plan Q coupera le çonoide 2' sui- 
vant une courbe E. 

Je dis, que l'on pourra toujours construire un cylindre A. ayant la courbe C 
pour directrice j et tel qu'il soit coupé par un certain plan Q, suivant une courbe 
E. identique avec la courbe E; en d'autres termes, je dis que les courbes E et 
Et seront superposables. 

Et en effet : 

Concevons une suite de génératrices droites G^ G', G'', G"' , de la surface 

l! ; menons par la droite Z et chacune de ces génératrices un plan, nous aurons 

les plans sécants X, X", X'", \'"j qui couperont le plan H suivant les droites 

K, K', lL"j Vl"\ lesquelles passeront toutes par le pointa et couperont la droite 

I aux points p, p', p'', p"', et couperont la droite J intersection du plan H et 

du plan Q, aux points 9,9', q"j q" 

Or, il est évidrat que si les points PrV'y v\ ^^^ également espacés en- 
tre eux , les points ^, q\ q\ seront aussi également espacés entre eux , et 

qu'une division pp' de I sera à la division correspondante qq de J , comme Ap et 
kq ou comme hp et fa/, etc. sont entre elles. 

Il est encore évident, que les plans X, X', X'', couperont : 1^ le plan V 

suivant des droites P, P', P'^ parallèles entre elles et coupant la courbe C 

en les points r, r, t'*\ et S'' le plan Q. suivant des droites R, R', R'', paral- 
lèles entre elles et aux droites P, P\ P'", et coupant la courbe E aux 

points/, r,r 

U est évident que l'on aura : <^f = rp, (qt=^r\i, Cq' :=ry\ puisque les 

droites G , G', G"', sont parallèles au plan H . 



Cela posé : 

Nous pouvons toujours concevoir que te plan H soit choisi de telle manière 
qu'il coupe la courbe C en un pointm. 

Dés lors, désignant par G la génératrice qui passe par te point m , cette géné- 
ratrice sera dans le plan H et les points p et r de la courbe C se confondront 
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ta courbe E tme $mie dér qflmdreê A, A.i A.» A»v** ayonl leurs génératrices éreiêes 

reipeciivemeni paraUèles aux plans P^ P.» P« > P, On pourra umjaurs mener par 

une droite Z^-paraUik à la Hroite Z et située dans le plan X ^ wiesuitede pkmsh^ R. , 

R,, R,,.... tpis qu^ils coupent respectivement les cylindres H y A,, A»9^s9 suivanides 

courbes D, D, , D,^ I>3« • • • • tqutes' idleniiqnes au superposables entre elles et à la section E^ 

Mais cet énoacé a ^soin d'èlre complété on ce Xjai coaceme les cylindres A, 
A., A, ,.••• <^r on ne pourra mener qu'un seul cylindre parallèle à Tun qudcon4|ue 
des plans P, P., P.f.... Et en effet : imaginons deux plans quelcoimues Y et Y' 
passant par la directrice droite Z et coupant la droite 1 intersection du plan direc- 
teur H et dii plan X en les points a et 6 et coupant la droite T intersection des 
pbns H et X' en les points a' eib\ - 

Sur abj coinme hypoténuse^ on construira un triangle rectangle dont l'un des 
côtés de l'angle iroit sera égal à a 6"^; on aura ainsi un triangle abm. 

En faisant tourner ee triangle autour de ab comme axe, le sommet m de l'angle 
droit décrira un cercle ( dont le plan sera perpendiculaire à la droite ab et dont 
le centre çera situé sur cette même droite ab. 

On concevra deux cônes de révolution ayant ab pour axe commun et le cercle i 
pour base commune, l'un de ces cônes A aura le point a pour sommet, et l'autre 
B aura le point 6 pour sommet. 

Gela posé : 

Le plan P coupera le cône A suivant une droite K et le cône fi suivant une 
droite L , les génératrices du cylindre A seront parallèles à la droite K , et le plan 
R sera parallèle à la droite L. 

Et l'on doit observer que cette construction est bien celle que nous avons 
employée ci-desjsus , lorsque nous avons transformé le conoide général du genre 1 
en un cytliidrel 

Parmi lesconoides du genre 1, nous^evons faire remarquer le conoide parti- 
culier 2, engetidrée de la manière suivante : 

GoDCfvons : 1* deux plans Y et H se coupant suivant une droite I, et ftdsant entre 
eux un angle aigu a ; 3* une droite Z parallèle aux plans Y, et dirigée dan« l'espace 
de manière à faire un angle droit avec la droite I, sans couper celle droite et 
perçant le plan H au point h. 

D*uD point a «tué sur la droite I, décrivons dans ie plan Y un cerdci G d'un 
rayon arbitraire R. 

Gela posé : 

Imaginons une droite G se moavam parallèlemenl au plan H en s'appuyant 
sur la droite Z et sur le cercle G ; on obtiendra un conoide 1,. 

Il pourra arriver deux cas : l"" la droite oh pourra être perpendiculaire à la 

19 



I 



» 



■t 






- iil - 

El M effet : " ' 

Les coDoides droit et oblique, ceux- pour lesquels les plans V et H étaîenc 
rectangulaires entre eux , mms donnaient pour le Heu des foyers de leurs sections 
elliptiques y une> ellipse rapportée à ses axes^ tandis que les conoîdes £.' et Z/' 
rpônr lesquels les plans Y et H se coupent sous un angle aigu a) nous doanent 
pour le lieu des foyers ^e leurs sections elliptiques , une ellipse rapportée k ses 
diamètres conjugués, dirigés l'un suivant Z et l'autre suivant oo\ 

Ceci nous conduit done encore à un iecond nouveau conoide elliptique, et en- 
gendré de la ntnière suivante ( lorsque nous considéfOM l'ell^ne e oemme étant 
le lieu des foyers des sections* dliptiques du conoide 2/). 



ComÉructign d'unsticond nouveau cmMiê 



Étant donnés un plan A et un point î sur ce plan , menons par ce point t et 
dans le plan A , deux droites M et M' comprenant entre elles un angle aigu 6. 

Portons sur M, à partir du point t, une longueur im^ nous aurons le point m. 

Portons sur M', à partir du point t, une longueur im\ nous aurons le point ta. 

Construisons sur tm et im comme demi-diamètres conjugués une ellipse e , 
ayant le point i pour centre» 

Menons par la droite M un plan H perpendiculaire au plm A ; traçens dans, 
ce plan.H, du point m comme centre et avec im' conmie rayon , un craele ^; 

Menons du point t , une droite G située dans le plan H et coupant le eerele i 
en deux points 9 et 9'; • ' 

Si Ton fait* mouvoir sur la droite G et Tellipse e une droite d'une longueur 
constante tmV^tte droite pourra engendrer deux coooîdes l'o» f., l'autre <p^; le 
premier ,ayant pour plan directeur un plan U , passant par la droite M' et 
mené parallèlemetit au rayon mg, et le second ayant pour plan directeur un plan 
U', passant par la même droite M^ et mené parallèlement au rayon mg. 

Nous retombons donc sur ce qui existait dans le cas où l'on avait pour direc- 
trice courbe du conoide <p une ellipse tracée sur ses axes. 

Mais si noue considérons l'ellipse e comme le lieu des foyers des aeetio«s 
elliptiques du conoide 2/', nous devons nous rappeler que le plan H n'élMA plus 
perpendiealaire au plan (Z, o);.dès lors^ le nouveau comnde elliptique devra être 
engendré de la manière suivante. 

Étant donné un plan A et un point i«eur ce plan , menons par ce point i et dans 
le plan A , deux droites M et M', comprenant entre elles un angle aigu 6. 
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L Si, pour les conoides f , oo trace sur Je plan directeur U une suite de cer« 

des concentriques D, D", D'^ ayant tous pour centre commun le point o; 

les cylindres K, K^ K'\ qui auront respectivement pour bases les cercles 

D, D', D'^ et qui auront leurs génératrices droites parallèles à la droite Z, 

couperont le conoide 9 suivant des ellipses , dpnt les plans passeront tous par le 
demi-axe ou le demi-diamètre de Tellipse E par leqjuel passe le plan directeur U. 

II. Si^ pour les conoides x» on imagine une suite de cylindres de révolu- 
tion , ayant tous la droite Z pour axe commun; ces cylindres couperont le conoide 
X suivant des ellipses. 

«Démontrons d'abord la propriété énoncée *pour les conoides 9. 

I. Sectiims elliptiques des conoides du genre 7. 

Soit Tellipse e (§g. 60), ayant pour demi-axes ou demi-diamètres conjugués 
im et im\ et le point t pour centre. 

Soit G la directrice droite du conoide f et e sa directrice courbe. 

Le plan (M, G) fera avec le plan de l'ellipse e un angle droit ou aigu. 

La droite mg^ située dans le plan (M, G) et qui sera une génératrice droite du 
conoide 9, sera égale en longueur à R. 

Menons par la droite M' un plan P , ayant pour trace- sur le plan ( M , 6 ) 
la droite ty.. 

Menons un plan X parallèle au plan directeur U , lequel passant par la droite 
M' est parallèle à la droite mg-j ce plan X coupera : l*" le plan de l'ellipse e suivant 
la droite ap ; 2'' le plan (M , G) suivant la droite qp parallèle à m^ ; et 3"* le conoide 
9 suivant la droite ga, dont la longueur sera ^âle à R ; et 4Me plan P suivant h 
droite ay. 

Or y ip etpa étant les coordonnées rectangulaires ou obliques du point a de 
l'ellipse e, (suivant que im et m seront les demi -axes ou les demi-diamètres 
conjugués de l'ellipse e); ^' et pV seront les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques du point a' de la section e' du conoide 9 par le plan P. 

Gela posé : 

L'équation de Tellipse e sera : 

Or, les deux triangles semblables qap et qap' dbnnent : 

■ 

ap : €^p' ** pq ' qp'- 
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entre, elles. La oombe e est donc, en ^ertu de ce qui a été dit âur les conoides (p , 
§ Y, UB6 ellipse tracée dans le plan P, ayant le point i pour centre et ayant ses 
demi^iés ou dlemi-di^^mètrès conjugués dirigés suivant ig et im' ; fe demi-axe ou 

demi-diamètre dirigé suitant ig étant égal à ig et le demi-axe ou demi-diamètre 

dirigé suivant itn étant égal à \m^=^gg. 

V II. StctMim tUijUfques des amùïdei du gmrex • 

Concevons un cylindre A de révolution , ayant pour axe la droite A {fig. 61), 
et Q9iipé par un plan perpondiculaiire à cet axe A , suivant un cercîe C projeté 
en cb et ayant son rayon égal à R. 

Menons un jdan perpendiculaire au plan méridien X, et coupant le cylindre A 
suivant une ellipse E projetée sur le plan X , suivant la droite ab. 

Imaginons un cône droit B, ayant le cercle G (projeté en cb) pour base et pour 
sommai le poini $ situé sur Taxe A . ; 

Imaginons la snrfiice réglée ^ engendrée par une droite Vappuy an t sur l'axe A, 
Vellipae E et se mouvant parallèlement au cône B. 

Cette surface <gaudie ^^^i^ dans le plan X deux génératrices , savoir : sb et s.a ; 
sb étant -la génératrice du cône B , et «^ étant parallèle à la génératrice se de ce 
eôneB. 

On aura donc m, z=cai ^^ ^n désignant lo grand axe ab de l'ellipse E par M , 
et son petit axe par 2R (se rappelant que R est la longueur du rayon du cercle C ) 
on aura ca'=M* + IR* . 

Goupoos le oône B par un plan V parallèle au plan du cercle G ; ce plan U 
eaufiera le cône B suivant un cercle G' projeté sur le plan X suivant la droite 
cV parallèle à c4. , 

Et le cylindre de révolution A' qui ayra le ceide G' pour section droite, 
coupera les génératrices sb et sja de la sur&ce x ^n les points é' et a' , et Ton 



aura c'a! = ca. 



Or f si l'on conçoit l'ellipse E' ( projetée suivant a b' sur le plan X ) et ayant pour 
grand axe aV , et pour petit axe le diamètre c'b' du cercle G'; c^tte^dJipae E' sera 
évidemment une section du cylindre A'. 

Maintenant, si l'on engendre une surface réglée x^ p^r* une droite s'appuyant 
sur Taxe A et sur l'ellipse E\ et se mouvant parallèlement au cône B ; je dis 
que les deux surfaces x et x' ^^ sont en réalité qu'une seule et même surface ^ 
et en effet : les génératrices de la surface x font avec l'axe A un angle constant et 
qui est égal k celui que les génératrices de la surface x font avec ce même axe 
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A, c'est-à-dire égal à l'wgle y que la génératrice du cône 6 fait avec l'axe de ré* 
volution de ce cône; ou , en d'autres terme», égal au demi-angle au aommet de ce 
cône B. Si donc je mène un plan méridien X' coupant l'ellipse E en ira point x et 
Tellipse E' en un point x\ il faudra , pour que la proposition énoncée soit yraie, 
que la droite xaf fasse avec l'axe A un angle y; ou, en ^d'a^res termes, il faudra 
que la génératrice sb en passant du plan X dans le plan X' soit descendu le long 
de Taxe A de la même quantité pour les surfaces x ^^ x - 

Concevons donc le cône directeur de révolution {fig. 61 ) ayaAt son sommet en s 
sur Taxe A ( cet axe A étant vertical ). 

Prenons pour jplan vertical de projection le plan méridien X. 

Coupong le cône directeur par deux plans'horizoïitaux , et dès lors perpendi- 
culaires à son axe A , nous aurons les cercles G et G". 

Regardons ces cercles comme les sections droites de deux cylindres BeiB'de 
révolution et ayant pour axe commun Taxe A. 

Coupons le cylindre B par un plan perpendiculaire au plan vertical X , nous 
aurons une ellipse E dont la projection horizontale E^ ne sera autre, que le^cercle 
C^ et dont la projection verticale E^ ne sera autre que la droite o^. 

G)upons le cône directeur par un pjan méridien X', nous obtiendrons dans ce 
cône et pour section une génératrice dont les projections seront ix/ ( projection 
verticale) et A V ( projection horizontale). 

Descendant cette génératrice parallèlement à elle-même jusqu'à ce que le 
point X, situé sur le eercle G se trouva en x sur l'ellipse E, on aura la généra- 
trice' du conoîde x» et dont les projections seront pa?^ ( verticale ) et AV( hori- 
zon laie). 

Pour nneévokiUm^ égale à deux an'gles^roits» autour deFaxe A, la génératrice sb 
du cône directeur prendra la position sc^ et en la descendant parallèlement à elle- 
même d'une quantité égale à ca, on aura en s'a la génératrice du conoide x- 

Or f l'on a : ca=ca''j donc en menant la droite a'b' on aura la projection ver- 
ticale de l'ellipse E' intersection du concède xt si toutefois les trois points a\ x'^ et 
b' sont en ligne droite. 

•Et en effet : ces trois points sont en ligne droite. 

Car , menant dans le plan vertical X et par les points x* et x"^ des perpendi- 
culaires à l'axe A, on aura ^ ca:qa :: cb : qx'y puisque le^ trois points a^ x' etb 
sont en ligne droite. 

Pour que les trois points a\ x'' et b' soient en ligne droite, il faudra que 
Ton ait aussi. 

cV : qW : : c'6' : çV^ (1) 
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Or: 



caxs^c'a et cqf = cV = ^^=*/'*'' = «/a5^ 

La proportion*(l) pourra donc s'écrire ainsi : 

caïqa i\ 4fb' i q'x'' (2) 

Mais, par construction , on a : 

La proportion (2) pourra donc s'écrire ainsi : 

ca '. qaw cb' : cx^ (3) 

Mais les trois points «, x[^ et x^ étant en ligne droite , on a : 

cV : c'x^ :: cb: cx^. 
La proportion (3) pourra donc s'écrire ainsi : 

ca^qa\\cb\cx^ (4) 

Mais cx^ =: q7^ par construction , .on a donc : 

ca : qa :: (A : qx' (6) 

Ainsi , en posant la proportion (i) on retombe sur la proportion (5) qui est 
vraie , la proportion (1) est donc aussi vraie ; ainsi les trois points a\ x"^ et b' 
sont en ligne droite. 

Ainsi, il est démontré que le conoide x ^^^ coupé suivant des ellipses, 
non semblables entre elles et non situées dans des plans parallèles , par une 
suite do cylindres de révolution ayant Taxe A pour axe commun. . 



ADDmON AD s ni DU GHAPirBE 0. 



A la fin du § III de ce second chapitre (page 132), j'ai dit que la construction delà 
umgenitXde pouvait être déduite en considérant cettecourbe comme la projection sur 
le plan horizontal H de l'intersection : 1* d'une surface de révolution ayant pour 
courbe méridienne une courbe arbitraire C et d'un conoide ayant pour directrice 

90 
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tiques, y.«=»y/» 9»^=^y,\ yt^^y/»-** ^^* ; ^ ferticales ptMant par leg points i\ 
^» 3\... de la droite Y, ooiqperoiit la courbe <p en des points i'\ ^'\ 3^,.«-« etc. ; et 
si 9 à partir de ces points, <m porte sur les Torticales des longueurs y/'s=^\ y"psy^^ 
y"s=sy^\.... etc. f on déterminera une courbe plane C" située dans le plan T. 

Cette courbe aura ses abscisses curvilignes comptées sur la courbe 9 et à partir 
de l'origine m , et ses ordonnées rectilignes comptées sur la droite J , et aussi à 
partir du mèiM point m. 

Cela posé: 

Si l'on fait mouvoir une droite 6 parallèlement an plan H en s'appuyant sur 
l'axe A et sur la courbe plane C", on engendrera un conoide If. 

Et il est évident, si l'on se rappelle ce qui a été dit au sujet de la ipbràle àfAr- 
chimède , que la courbe intersection de la surface rampanie 2 et du conoide i se 
prc^èttera sur le plan horizontal H suivant une tmèffenuflde. 



CHAPITRE ÏII. 

ESSAI DE NOMENCLATURE GRAPHIQUE DES CONIQUES PLANES DU 4* ET DU 3* DEGRÉ; 

■T ENSUIT B 

DE L*UTIL1TÉ ET DE l'eMPLOI DBS COURBES d'eRREUR. 

Je me propose d'abord : 

1'' De donner la construction des nœuds et des points de rebroussement que 
peut présenter danason cours la projection horizontale ou verticale dé la courbe 
intersection de deux surfaces en générai , ce qui me conduit à un essai de no^ 
menclature graplàqiÊe des coniques frfanes du quatrième et du troisième degré , 
appelant conique à double courbure ^ la courbe-intersection de deux cônes , du second 
degré , et amique plane la projection sur un plan de la conique à double courbure. 

2^ De déduire de la construction de ces nosmb, celle du point en lequel la 
génératrice droite d'une sur&ce développable se trouve tangente à la courbe de 
contact d'une suHbce donnée et de cette môme surface développable. 

Je me propose ensuite : 

3* De construire la tangente à la projection horizonti^e ou verticale de la 
courbe-intersection de detlï surfaces données , cette tangente étant construite 
parallèlement à une droite donnée sur le plan de projection. 
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4« De déduire de h MMtrabtimi'de cette tangente ptnllèleà une droite , celle 
d^iine tangente commane à deux courbes situées dans un même plan , et par suite 
de montrer F utilité et remploi des courbes €enew^ pour b sohitiott de divers 
autres problèmes. 

Ces divers problèmes ne sent pas sans intérêt , sous le point de vue graphique ; 
puisqu'il faut ^ après avoir construit les divers points de la projection de la courbe 
d'intersection ou de contact de deux surfaces, unir les points par un trait continu 
et arriver ainsi à obtenir, le plus approximativement que faire se peut , le tracé 
rigoureux ou géométrique de la projection de la courbe de l'espace. 

Pour obtenir un semblable résultat, il fiiut donc employer tous les moyens de 
vérification que les itoéthodes de la géométrie descriptive mettent à notre dispo- 
sition. 

On doit dès lors concevoir que la détermination des points singuliers et Aes 
points limites , dans certains cas , de la courbe-intersection de deux surfaces doit 
être utile et nécessaire pour que l'épure soit aussi exacte que possible , et qu'ainsi 
les erreurs soient peu considérables lorsque Ton passera de l'épure au tracé ou à 
la construction en grand et à l'échelle réelle soit sur le terrain , soit dans l'espace ; 
ou, en d'autres termes, lorsqu'on se servira de l'épure qui est toujours exécutée 
à une petite échelle pour construire le relief de grandeur naturelle. 



§1 



«T 



ComtrtMicn des nœuds et des poinis de rebroussemeni que peut présenter la projection 
hartumUde ou verticale de la caurbe-intersectian de deux surfaces. 

Concevons deux surlaces 2 et 2^ se coupant suivant une courbe G ; désignons 
par G* la projection horizontale de cette courbe G , et par G'' sa projection verticale. 

Si G* présente un nœud , c'est que deux points m et n de la courbe G se projet- 
tent horizontalement en un seul et même point. 
|f Pour déterminer les noouds de la couÂe C\ il faut donc chercher les points 

de G tels que m et n et pour lesquels la cordé nm qui les unit se trouve verticale. 

Si l'on conçoit toutes les cordes verticales de la surface I , et qu'on prenne le 
I point milieu de chacune d'elles , tous ces points mUteux détermineront une sur- 

face 3 qui sera la surface diamétrale de 2 et la surface 8 passera par le point o 
milieu de la corde mn. 

Si l'on conçoit de même toutes les cordes verticales de la surface 2', et qu'on 
prenne le point milieu de chacune d'elles, tous ces p<Mnts milieux détermineront 
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une rarfiM» if foisera la MrfiK» diamétrale ëe t^ et y passera par le point o 
miliea de la corde mn. 

Les deuK aorfiices > et d' se oooperont suivant une courbe y qui passera dmc 
par le p<wil o milieu de nrn. 

Par conséquent , 7^ passera par d" qui ne sera autre que la projection hori- 
z<mtale des deux points m et ii. 

La courbe 7^ coupera donc la courbe G^ aux points qui seront les nœuds 
demandés. 

Si y^ ne coupe pas G^, c'est que cette projection G^ n'aura pas de nœuds. 

Par une méthode analogue , on trouverait les nœuds qui peuvent exister sur la 
courbe G^; ces nœuds seront situés sur la courbe X^ projection verticale de lacourbeX 
intersection des deux surfaces diamétrales A et A", la première A pour la surface 1 
par rapport aux cordes parallèles entre elles et perpendiculaires au plan yertical , 
la seconde A^ pour la surface 2' par rapport aux cordes ayant aussi leur direction 
perpendiculaire au même plan vertical de projection. 

Si Ton considère le cylindre V qui projette borizontalement la couii)e y inter- 
section des deux surfaces diamétrales d et d", on voit de suite que ce cylindre V 
coupera la surface 2 suivant une courbe U et la surface 2" suivant un courbe U', 
et ces deux courbes U et IT seront telles que les.points en lesquels elles se coupe- 
ront ou se toucheront , appartiendront à la courbe G intersection des surfaces 
2 et 2'. 

Les deux courbes '^U et U' ne pourront donc se couper qu'en un nombre de 
points, tels que , deux à deux ou trois à trois ou n à n , ils seront situés sur des 
verticales dont les pieds sur le plan horizontal seront les nœuds de la 
courbe C^. 

Les deux courbes U et U' peuvent se toucher en un ou plusieurs points, et 
pour chacun de ces points la tangentecommune à U et U' sera verticale; par con- 
séquent, si l'on conndère le cylindre vertical B tangent à la surface 2 suivant 
le contour apparent A et le cylindre vertical B' tangent à H suivant le contour 
apparent A", les deux icourbes A et A' se croiseront au point de contact p des 
courbes U et U^ 

Dès lors , les projections A^ et A'^ des contours apparents des deux surfaces 2 
et 2" sur le plan horizontal se couperont en un point p* projection du point p, et 
ce point sera un point de rebrcmêsement de la courbe C^. 

La courbe G^ aura donc autant de points de rebroussemeni qu'il y aura de poiois 
de contact entre les courbes U et U'. 

Si pour le point p les deuK surfaces 2 et 2' avaient même plan tangent, alors la 
courbe G aurait un nœud ou point multiple en ce poinij p et les deux branches 
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Or 9 mk wifffmtuti que la surface de révofattion 2 est celle dont Taxe est 
vertical 9 tandis que Taxe de la surface de révolution 2^ est obiiqne par rap- 
port au plan horizontal , tout en étant parallèle au plan vertical de projection , 
on voit de suite : 

i"" Que la surface diamétrale d prise par rapport aux cordes verticales , sera 
une surface de révolution dont la courbe méridienne M s'obtiendra en menant 
dans le plan méridien de la surface 2 et qui est parallèle au plan vertical de pro- 
jection^ une suite de cordes parallèles à Taxe de révolution et prenant les points 
milieux de ces cordes. 

2"* Que pour déterminer la surface diamétrale if y prise par rapport aux cordes 
verticales de la surface i\ il faudra imaginer une suite* de plans parallèles entre 
eux et au plan vertical de projection , tels que Y, Y', Y", etc. lesquels cou- 
peront la surface 2" et respectivement suivant des courbes X, X^ X", etc.; 

et ^ue prenant les milieux des cordes parallèles à l'axe de la surface 2, et tracées 
dans les plans des diverses courbes X , X', X", etc. , on aura successivement les 
courbes a, a\ a\ etc. lesquelles courbes définiront la surface diamé- 
trale 9f. 

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, la surface diamétrale d de 2 est une sur- 
lace de révolution définie par sa courbe méridienne M et son axe de révolution 
qui n'est autre que celui de 2 et la surface diamétrale d' de 2" est définie par une 
suite de sections planes a, a\ </'.... etc. parallèles entre elles et au plan vertical 
deprofection. 

Les deux surfaces diamétrales d et d" étant complètement définies, ainsi qu'on 
vient de le dire , il faut construire leur courbe d'intersection y, en d'autres termes 
il faut construire par points les projections y" et y de la courbe y. 

Pour trouver l'intersection de deux surfaces, l'une de révolution et l'autre 
définie, par une suite de sections planes et parallèles, il faut absolument con- 
sidérer la surface de révolution comme étant définie aussi par une suite de 
sections planes et parallèles^ les plans des sections faites dans la surface de 
révolution ayant même direction que ceux des sections feites dans la seconde 
surface. 

Il vant donc mieux considérer tout de suite la surfece diamétrale S comme 
définie de la même manière que la surface if. 

Dès lors, on coupera les deux surfaces 2 et 2^ par une suite de plans verti- 
caux pwallèles entre eux et au plan vertical de projection, savoir : Y, \\ 

Y"j etc., lesquels couperont la surface 2, et respectivement suivant des 

courbes parallèles entre elks, savoir : E, E', E'\ etc. et aussi la surface 2' 

suivant des courbes pardièles entre elles, savoir : X, X", X"', etc. 
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On prendra les milieax des cordet wrtiailes pour chacane de cet oonrbet* 
on aura donc : 

La courbe e, diamètre de E. 

— e' — E', etc. 

— - — X. 
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D'après tout ce qui précède , ii faudra ; 

1"" Construire les traces verticales V et V des deux cylindres 2 et 2' ; 

2*" Construire les courbes P et P' lieux des milieux des cordes des courbes V 
et V", ces cordes étant perpendiculaires à la ligne de terre; 

3*" Construire la courbe y intersection des deux cylindres diamétraux ayant 
respectivement pour traces verticales les courbes P et P^ 

Et la courbe 7^ coupera la courbe C* en des points qui seront ou des nœuds 
ou des points de rebroussemenl. 

Il n'y aura évidemment ni nœuds ni points de rebroussement , si les deux cour- 
l)es '/ et C^ ne se coupent pas. 

Examinons maintenant comment nous pourrons reconnaître si les points com- 
muns entre les courbes 7^ et C* sont des nœud» ou des points de rebroitsseineni. 

Nous chercherons les deux courbes intersection des deux cylindres 1 et 2' par 
le cylindre K qui projette horizontalement la courbe y. 

Désignons par U Tintersection du cylindre 2 par le cylindre K, et par IJ' Tin- 
terseciion des deux cylindres 2' et K. 

1"" Les deux courbes U et M' se couperont en des points qui seront deux à deux, ou 
trois à trois, ou quatre à quatre, etc., sur des perpendiculaires au plan horizontal. 

Ces points d'intersection se projetteront sur le plan horizontal et suivant 
des nœuds ou des points multiples double ^ triple, quadruple ^ etc., ainsi nommés 
parce que les deux, ou trois , ou quatre branches de la courbe C^ qui passent par 
chacun d'eux, ont chacune et en chacun de ces points une tangente distincte. 

2"" Les deux courbes U et U' se toucheront en un certain nombre de points, 
mais pour chacun de ces points de contact la tangente commune aux deux cour- 
bes U et U^ sera verticale. 

La projection horizontale de chacun de ces points de contact donnera iK>ur 
Cy un point de rebroussemem. 

y II pourra arriver que pour un point de contact des deux courbes U et U' 
les deux cylindres 2 et 2' aient même plan tangent, plan qui dès lors serait per- 
pendiculaire au plan horizontal ; dans ce cas le point de rebroussement serait changé 
sur la courbe C^ en un point multiple ^tmp/e, ainsi nommé parce que les branches 
de la courbe C^qui passeraient par ce point auraient en ce point même tangente. 

Remarque. D'après ce qui vient d'être exposé ci-dessus (2^ et d""), on voit que les 

courbes C et y peuvent se couper ou non ; mais l'on voit aussi que les points en 

lesquels la courbe C (intersection des deux cylindrejs 2 et 2', est coupée par la 

courbe y intersection des deu^ cylindres diaioiétraux 9 et d') se projettent toujours 

sur C* en des points multiples simples si les cylindres 2 et 2,' ont en chacun de ces 

points un plan tangent commun , pu ej) des points de mbroussement si les deux 
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d'un cône du second degré et d^un cylindre du second degré, ne pourra jamais 
présenter trois nceuds doubles ou trois points de rebroussement ou deux nœuds sbnples. 

Nomenclature des coniques planes du qualrièine et du troisième degré. 

La discussion précédente n'est pas sans intérêt , car elle trouve son application 
lorsque Ton veut faire la nomenclature des coniques planes du quatrième et du 
troisième degré , désignant ainsi la projection de la courbe intersection do deux 
cônes du second degré , courbe qui est une courbe du quatrième ou du troisième 
degré. Suivant les diverses positions que les deux cônes peuvent affecter l'un par 
rapporta l'autre dans Tespace, cette projection peut présenter toutes les formes 
diverses que peut affecter la conique plane du quatrième et du troisième degré. 

Nous pourrons donc, d'après ce qui précède, affirmer qu'une conique plane 
du quatrième degré peut présenter et ne peut présenter dans son cours que : 

V Deux points multiples doubles; 
2^ Deux points de rebroussement ; 

3"" Un point multiple double et un point de rebroussement ; 
i*" Un point multiple double et un point multiple simple; 
S"" Un point multiple simple et un point de rebroussement; 
6"" Un point multiple double; 

V Un point multiple simple ; 
8* Un point de rebroussement. 

Si nous nous rappelons que la courbe intersection de deux cônes du second 
degré peut être composée de plusieurs branches offrant chacune Tune des trois 
formes suivantes, ou 1* une branche fermée dite ellipiiquej ou S"" une branche 
infinie dite parabolique et sans asymptote, ou 3"* une branche infinie dite hyperbo-- 
Uque et ayant une asymptote; et si Ton remarque en construisant l'épure de la 
branche hyperbolique que si l'on prend sur cette branche un point divisant en deux 
arcs infinis la branche hyperbolique, ces deux arcs ont pour asymptote commune 
Tasymptote construite, nous voyons de suite que la courbe intersection de deux 
cônes du second degré peut être composée ainsi qu'il suit : 

i"* De quatre branches hyperboliques ; 

2* De deux branches hyperboliques et d'une branche parabolique ; 

3* De deux branches paraboliques ; 

^"^ D'une branche parabolique et d'une branche elliptique; 

5* De deux branches hyperbolique et d'une branche elliptique; 

6^ De deux branches elliptiques; 

7"* D'une seule branche elliptique. 

Mais dans chacun de ces sept cas , la courbe d'intersection des doux concs 
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Si-^ enfin , on remarque qu'une courbe de l'espace peut être telle quo pour un 
de ses points (celui pour lequel la tangente n'est pas verticale ) le plan osculav&ur 
peut être vertical; on voit que la projection horizontale de celte courbe présen- 
tera un point pour lequel le rayon de courbure sera infini , ce point pourrait 
être, V un point dHnflexion ébuble^ ou T un point méplat. 

Pour compléter la nomenclature graphique des coniques planes du quatrième 
degré, il faudrait donc rechercher si un semblable point peut exister sur la pro- 
jection de la courbe intersection de deux cônes , et combien cette courbe de 
l'espace peut en présenter lorsque les deux cônes sont du second degré et enfrn 
voir si un pareil point peut coexister avec les divers points singuliers dont nous 
avons parlé «plus haut. 

Par ce qui' précède, on voit donc que, quoique le travail doive être long, la 
géométrie descriptive permet de donner la nomenclature graphique et complète 
des coniques planes du quatrième degré , celte nomenclature étant fondée sur 
des différences essentielles de forme; la collection des tracés de toutes les coniques 
planes du quatrième degré ne serait pas, je crois , sans intérêt pour la géométrie 
des courbes. 

Examinons et discutons maintenant tes deux questions posées ci-dessus. 

Première question. Les sept combinaisons que Ton peut faire entre les branches 
elliptiques, hyperboliques et paraboliques, peuvent-elles coexister avec les huit 
combinaisons qui peuvent avoir lieu entre les trois points singuliers , nœud 
double , nœud simple et point de rebroussement ? 

Pour résoudre cette question , concevons la droite y interseclion des deux plans 
diamétraux i et d^, construits par rapport aux cordes verticales ; concevons le 
plan K mené par la droite y et perpendiculairement au plan horizontal. 

Imaginons enfin les deux sections coniques U et V suivant lesquelles le plao K 
coupe les deux cônes du second degré. 

Nous pourrons toujours représenter les deux cônes en imaginant hors du plan 
K deux {loints S et S', lesquels seront respectivement les sommets des cônes 
ayant les courbes U et U' pour directrices ou bases ou traces sur le plan K. 

Les deux cônes (S,U) et (S\ U') se couperont suivant une courbe C dont la 
projection C^sur tout plan P perpendiculaire au plan Ksera du quatrième degré. 

Rappelons-nous que pour que la projection C^ sur le plan P affecte dans son 
cours les divers points singuliers, nœuds et pointe^ de rebroussement j il fout que 
les deux courbes U et U' se coupent : 1* en quatre points ou en deux points situés 
deux à deux sur une peppendiculaire au plan P, ou T se touehent en deux points 
ou en utt seul point pour chacun desquels la tangente soit perpendiculaire au* 
plan P, ou 3^ se coupent en deux points et se touchent en un poini, tels que la 
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tangente au point de contact soit perpendiculaire au plan P et parallèle à la droite 
qu^unit les deux points d'intersection. 

Et rappelons-nous encore que si nous prenons le milieu des cordes de la 
courbe U ainsi que les milieux des cordes de la courbe l}\ ces cordes étant pour 
Tune et Tautre courbes dirigées perpendiculairement au plan P, ces points milieux 
seront sur une seule et même droite ^ qui ne sera autre que la droite y. 

Cela posé : 

Supposons que les deux courbes U et U' sont deux ellipses; imaginons la droite 
qui unit les sommets S et S' des deux cônes donnés; et désignons par p le point 
en lequel cette droite perce le plan P ; concevons que le cône (S^^ D') reste fixe 
et que le cône (S , U) se meuve parallèlement à lui-même , son sommet parcourant 
la droite (S, S^ qui unit les deux sommets S et S' jusqu'à ce que le sommet 
mobile S se superpose sur le sommet fixe S' ; et désignons par V" la courbe-sec- 
tion du cône mobile ( en la position où les sommets S et S' sont superposés) par 
le plan K. 

Les deux courbes U' et U" seront semblables, et semblablement placées par 
rapport au point p qui sera leur pôle de similitude* 

Les deux courbes U' et U'" seront donc deux ellipses. 

Comment U' et U'' pourront-elles se comporter Tune par rapport à l'autre, en 
vertu des positions respectives des courbes U et U' ? 

l"" Si les deux courbes M et H' se coupent en quatre points , les deux courbes U' et 
U'' pourront : 

V Se couper en quatre points; 

2^ Se couper en deux points et se toucher en un point.; 

S'' Se couper en deux peints ; 

A"" Se toucher en un point ; 

5"" N'avoir aucun point commun ; 

6"" Se toucher en deux points* 

Les deux courbes U' et V ne pourront^as avoir un seul point d^intersection ; 
par conséquent la courbe du quatrième degré ne pourra , dans aucun cas y être 
composée d'une branche hyperbolique et d'une branche eUipiique. 

Ainsi, avec deux noeuds doubles ^ on a sept courbes distinctes. 

2"" Si les deux courbes U et li' se coupent en deux points et se touclient en un points 
les deux courbes V et U^^ présenteront les mêmes positions que celles indiquées 
ci-dessus, n^ i. 

Ainsi, avec un nœud double et un point de rebroussement, on aura sept courbes 
distinctes. 

3"" Si les deux courbes V et 13' se coupent en deux points et se touchent en un point , le 






poiot p pourra être placé sur la UDgeole verlicale au point de coDlacl des deux 
courbes U et U'; dans ce cas , le polat de rebroussement devient ud nœud simple. 

Pour cette positioD particulière du point p, les deux courbes U' et U" peuvent 
affecter les positions indiquées ci -dessus, n" i et d' 3. 

Ainsi , avec un nœud double et un nœud simple la courbe du quatrième degré ne 
]>eut pas être composée d'une branche hyperbolique et d'une branche explique; 
on aura donc sept courbes distinctes. 

4° Si tes deux courbes V et\}' se coupent en deux points, les deux courbes U' et U" 
pourront présenter les mêmes relations de position que celles indiquées dans 
les numéros précédents; ainsi, on aura encore $ept courbes distinctes. 

Pour tous les autres cas, on ferait les mêmes remarques. 

Ainsi, l'on peut affirmer que la conique plane du quatrième degré peut tou' 
jours présenter l'un des huit cas pour les points singuliers , naud double , nœud 
simple et point de rebroutsement, avec l'une quelconque des six combinaisons que 
l'on peut faire entre les branches hyperboliques, paraboliques et elliptiques, on 
aura donc huit fois sept courbes , ou cinquante six courbes présentant des points 
singuliers tels que nœud double, nœud simple et poijit de rebroussemenc et sept 
courbes ne présentant aucun de ces points remarquables, et dès lors en lout 
soixante-trois courbes distinctes. 

Maintenant , examinons et discutons les cas où une des asymptotes de la courbe 
intersection des deux cdnes du second degré sera perpendiculaire au plan hori- 
zontal P. 

Ot> sait que tout plan parallèle à une génératrice du cûne du second degré 
coupe ce cône suivant une courbe qui est ou une parabole ou une lufperbole; on 
sait aussi que si la génératrice du cône n'est pas parallèle à une ligne de plus 
grande pente du plan sécant , la section est une hyperbole, et que si celte généra- 
trice est parallèle ù la ligne de plus grande pente du plan sécant, la section est 
une parabole. 

Si donc nous concevons deux génératrices , l'une G du cdne (S , U) et l'autre G, 
du c«)ne(S',U') telles qu'elles soient parallèles entre elles et de plus perpendiculaires 
au plan horizontal P, le plan K qui coupe les deux cônes suivant les courbes U et 
U' étant vertical , les deux génératrices G et G, seront parallèles au plan K. 

Dès lors, le plan K coupera le cône (S, U) suivant une bifperboleou xïne parabole, 
et ce même plan K coupera le cône (S', U') suivant une ht/j^rbole ou une parabole. 

On peut toujours concevoir que le plan K coupe les deux cônes suivant des 
hyperboles, car on peut toujours, sans changer la base des deux cônes, faire 
varier de position dans l'espace les sommets des deux cônes pour que cela ait4ieu. 

Ainsi , admettons que les deux courbes U et U' seront des hyperboles. 
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Mais lorsqu'un plan esi parallèle à deux génératrices d'un cane du second degré, 
la courbe hyperbole de section a ses asymptotes parallèles aux deux génératrices. 

Par conséquent, les deux courbes U et V auront une asymptote commune 
qui sera verticale et parallèle à le fois aux deux généralrices G du cdne (S, U) et 
G, du cône (S', U'). 

Or : 1* deux liyperiioles qui ont une asymptote commune ne peuvent jamais se 
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On peut fecilement résoudre la question par la considération suivante: 

Imaginons deux sections coniques L et V situées dané jun plan vertical ; on 
peut toujours concevoir que ces deux courbes auront un contact du second ordre 
en un point a;; on pourra toujours aussi concevoir que ces deux courbes sont res- 
pectivement les bases de deux cônes, l'un (S, L) ayant son sommet en un point S 
de l'espace et l'autre (S", L^ ayant son sommet en un autre point S' de Tespace. 

Il est bien évident que les deux cônes (S , L) et (S', L') se couperont suivant 
une courbe 1 du quatrième degré qui passera par le point x^ et que cette courbe 1 
aura en ce point x un contact du second ordre soit avec la courbe L, soit avec 
la courbe L'. 

Par conséquent, la projection 1^, sur le plan horizontal, de la courbe I aura 
pour le point o^ un rayon de courbure infini. 

La conique plane du quatrième degré peut donc, dans certains cas, présenter 
un point pour lequel le rayon de courbure est infini. 

Cela dit : 

On pourra toujours placer les sommet S et ^ dans l'espace de manière à ce 
que les deux cônes se coupent : V 

i"* Suivant quatre branches hyperboliques; 

2"^ Suivant deux branches hyperboliques et une branche parabolique ; 

3"* Suivant deux branches hyperboliques et une branche elliptique; 

i!^ Suivant deux branches paraboliques ; 

5^ Suivant une branche parabolique et une branche elliptique; 

6* Suivant deux branches elliptiques. 

On ne pourra pas avoir une seule branche elliptique ou courbe d'arrachement y 
parce que, de quelque manière que Ton coupe ces deux cônes ^ dans Je cas par- 
ticulier qui nous occupe en ce moment, par un plan, les deux sections ne 
pourront s'envelopper^ et dès lors le contact du second ordre ne pourrait 
exister. 

On aura donc^encojce six nouvelles Qourhes du quatrième degré. 

Ainsi^ on trouve soixante-douze courbes du quatrième degré ou coniques 
planes. 

Je n'ai pu encore parvenir à démontrer si le point ponr lequel le rayon de cour- 
bure est infini pouvait coexister avec les points singuliers dont l'existence a été 
reconnue, savoir : nœud double, noeud simple , point de rebroussement. 

Hais j'ai pu démontrer que lorsqu'il existe un point pour lequel le rayon de 
courbure est infini , il ne peut pas exister de point pour lequel Je rayon de cour- 
bure soit nul. 

Et en effet : les deux courbes L et L' situées dans un plan vertical et ayant au 

22 



v«^ï 



— i71 — 

sur dêd droites différentes , lorsque ces cinq points ne sont pds en ligne droite 
trois à trois. 

Or /le contact du second ordre établit que la courbe X' a trois points successifs 
et infiniment voisins , communs a\ec la courbe U"; par ces trois points (non en 
ligne droite ) et les deux points p et </, on peut donc toujours concevoir une sec- 
tion conique plane X". 

Or, par deux courbes du second degré qui ont une corde -commune , on peut 
toujours faire passer deux cônes du second degré , nous pourrons donc toujours 
envelopper les deux courbes U et €' par un cône 1 et les deux courbes X et X' par 
un cône l'.. 

Et comme nous pourrons toujours nous arranger pour que les points x et x 
soient placés , le premier sur la courbe U et le deuxième sur la courbe U' de telle 
manière que la tangente en a; à U ne soit pas parallèle à la tangente en x à 13', il est 
évident que les deux cônes 2 et 2' n'auront pas une génératrice commune ; par 
conséquent, ils se couperont suivant une courbe 1 passant par les points x 
et od, 

La conique plane du quatrième degré peut donc présenter dans son cours deux 
points pour lesquels le rayon de courbure soit infini ; et cette courbe ne pourra 
en présenter davantage, parce que deux sections coniques qui ont une corde 
commune ou une tangente commune déterminent un cône du second degré, et 
suffisent pour le déterminer. 

Ainsi, on aurait encore de nouvelles formes de la conique plane du quatrième 
degré, qu'il faudrait ajouter aux soixante-dix-huit formes précédemment trouvées. 

Je n'ai pu , dans le cas de deux points pour lesquels le rayon de courbure est 
infini, déterminer le nombre des formes que pourrait présenter la conique 
plane du quatrième degré. 

La démonstration précédente pouvant ne pas paraître rigoureuse, et donner 
lieu dès lors à des objections , je crois devoir exposer la démonstration suivante , 
contre laquelle aucune objection ne peut être élevée. 

Concevons dans un plan R une section conique U; construisons en un pointa; 
de la courbe U la sedion conique X ayant avec U et en ce point x un contact du 
second ordre. 

Construisons en un autre point %j de la courbe U une seconde section coni- 
que Y ayant en ce point i/ un contact du second ordre avec cette même courbe U. 

Comme l'on peut, pour un point d'une courbe du second degré, construire une 
infinité d'ellipses ou d'byperboles osculatrices du second ordre de cette courbe 
proposée, on pourra toujours se procurer deux courbes X et Y ffelles qu'elles se 
coupent en deux points ;» et 9. 
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deux points pour lesquels la tangente se trouve avoir un contact du second ordre 
avec la courbe. 

Peut-être parviendrai-je plus tard à résoudre toutes les questions et à com- 
pléter ainsi la nomenclature graphique des coniques planes du quatrième 
degrés 

Toutefois , je dois faire remarquer que la nomenclature fournie par les con- 
sidérations géométriques qui sont propres à la géométrie descriptive me parait 
devoir être préférée à celle donnée par les considérations analyliqites ; et en effet , 
qu'est-ce qui peut mieux caractériser les différences essentielles qui distinguent 
plusieurs courbes de la même famille, ou , en d'autres termes^ représentées par 
une équation du même degré, si ce n'est les variétés essentielles que peut pré- 
senter la forme de la courbe? Et qu'est-ce qui modifie la forme ? Les points singu- 
liers, sans aucun doute. 

De plus, combien il serait difficile d'effectuer les tracés des diverses coniques 
planes du quatrième degré d'après leurs équations; tandis que la géométrie 
descriptive fournit un moyen simple de les construire , puisque pour avoir cha- 
cune d'elles il suffit de construire la projection horizontale de l'intersection de 
deux cônes ayant pour bases des sections coniques , et qu'il sera toujours facile , 
en vertu de ce que nous avons dit précédemment , de déterminer les données de 
l'épure pour chaque cas. 

Aussi, la géométrie descriptive me parait -elle pouvoir permettre un jour 
d'exécuter avec quelque facilité une monographie complète, non^seulement des 
coniques planes du quatrième degré, mais même de toutes les courbes du qua- 
trième degré;, car les coniques planes ne forment qu'une classe, puisque l'équa- 
tion générale des courbes du quatrième degré renferme quatorze constantes 
arbitraires, et que l'équation de la conique plane du quatrième degré ne renferme 
que huit constantes arbitraires. 

On peut, par des considérations géométriques analogues à celles qui précèdent, 
parvenir à déterminer la nomenclature des coniques planes du troisième degré 
qui sont représentées par l'équation du quatrième degré renfermant huit cotir 
stantes arbitraires lorsque cette équation peut être décomposée en deux facteurs , 
l'un du troisième degré et l'autre du premier degré* 

Et en effet , on peut , dans ce cas , concevoir deux cônes ayant une génératrice 
commune G ; ces deux cônes se couperont alors suivant la droite G et une courbe I 
qui sera du troisième degré. 

Les deux bases B et B' des deux cônes (S, B) et (S', B') donnés auront donc 
dans ce cas un point commun m , lequel sera la trace horizontale de la généra^ 
trice G , laquelle contiendra les deux sommets S et S". 
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devront nécessairement se couper en un second point (/tel que les points a et o^ 
soient situés sur une verticale; dès lors il pourra arriver : 

i^^Que U et V n'aient en commun que les points a et a", et alors la conique 
plane du troisième degré n'offrira aucun point singulier; 

2"" Que U et U^se coupent en deux nouveaux points nécessairement situés sur 
une verticale, et alors la conique plane du troisième degré ofiiîra un nœud double; 

3"" Que U et U' se touchent en un point pour lequel la tangente sera nécessaire* 
ment verticale , et alors la conique plane du troisième degré, offrira un point de 
rebroussement. 

Ainsi, dans le premier cas j on peut avoir neuf courbes différentes; on ne pourra 
pas avoir de nœud simpley parce que la courbe-intersection des deux cônes devrait 
offrir un point muUiple pour que le nœud simple pût exister : ce qui est évidemment 
impossible. 

Dans le deuxième cas, les courbes U et tl' se toucheront en un point b qui sera 
celui en lequel la droite G est coupée par le plan R ; et forcément ces deux 
courbes se toucheront en un autre point b' situé avec 6 sur une verticale. 

Dans ce cas, les courbes du troisième degré n'ont aucun point singulier ; mais 
Ton peut toujours concevoir que le plan tangent commun aux deux cônes le long 
de la droite G soit vertical, alors les deux courbes U et U^ auront une tangente 
commune et verticale ^ dès lors les points b et b' se réuniront en un seul point. 

Dès lors , lés deux courbes U et U' pourront : 

l"" Se couper en deux points , et alors la conique plane du troisième degré 
offrira un nœud double; 

2^ Se toucher en un second point pour lequel la tangente sera verticale, et 
alors la conique plane du troisième degré offrira un point de rebrcussement. 

La conique plane du troisième d^ré ne pourra présenter de nmud simple, par 
la même raison indiquée ci dessus. 

Ainsi, dans le deuxième cas , on peut avoir neuf courbes différentes.- 

On pourra toujours s'arranger pour que l'une des asymptotes soit verticale , dès 
lors on aura quatre courbes du troisième degré (à branches hyperboliques) 
offrant chacune un point pour lequel le rayon de courbure est nul ; et ce point 
exclut tout autre point singulier. 

Ainsi, nous trouvons vingt-deux courbes différentes pouf les coniques planes 
du troisième degré. 

Examinons maintenant si la conique plane du troisième degré peut avoir un 
point tel que son rayon de courbure soit infini. 

On sait que lorsque deux cônes du second degré se touchent ou se coupent 
suivant une génératrice G, laquelle droite contient dès lors les sommets S et &' 
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de ces cônes , la courbe I intersection des deux surfaces passe par les sommets S 
et S' et ne coupe la droite G qu'en ces deux points S et S'. 

On sait encore que , lorsque deux cônes du second degré ont deux plans tangenls 
communs, ils se coupent suivant deux courbes planes qui sont alors deux sections 

coniques. 

Si donc on conçoit un plan vertical R sur lequel on trâice deux sections coni- 
ques A et K' ayant en un point a; un contact du second ordre, et si par ce point x 
on conçoit une droite G et sur cette droite G deux points S et S', ces points pour- 
ront être considérés comme les sommets de deux cônes (S, A) et (S^, A% lesquels 
seront en contact tout le long de la génératrice G et la courbe I intersection de ces 
dieux cônes passera par les points S et S' et ne coupera la droite G qu'en ces seuls 
points S et S\ 

De plus, en établissant que les deux courbes A et A' ont un contact du second 
ordre, c'est établir que les deux cônes ont deux plans tangents communs (ces plans 
tangents étant successifs et infiniment voisins ) se coupant suivant la droite G. 

Donc les deux cônes ainsi construits se couperont suivant deux sections 
coniques, et Tune de ces sections coniques ne sera autre que la droite G, laquelle 
jouera dans ce cas le rôle de parabole* 

La conique plane du troisième degré ne peut donc présenter dans son cours 
de point pour lequel le rayon de courbure soit infini. 

Les diverses recherches précédentes, louchant les formes que peut présenter 
laconique plane du quatrième et du troisième degré, sont très-incomplétes ; 
mais, cependant, tout incomplètes qu'elles sont, elles doivent nous faire con- 
cevoir l'espérance de voir un jour la géométrie descriptive nous fournir une 
collection d'épurés représentant le tracé exact de toutes les formes variées que 
peut présenter la conique plane du quatrième et du troisième degré. 

Et de plus , ces recherches ne nous donnent-elles pas le droit de dire que la 
géométrie descriptive n'est pas seulement tin ori donnant les moyens de représenter 
rigoureusement les formes de l'espace limité par des surfaces, mais qu'elle est 
vraiment une science y puisqu'elle permet de découvrir certaines propriétés géo* 
métriques dont les surfaces et les courbes jouissent, en vertu de leur forme et de 
leur mode de génération ; et de découvrir aussi toutes les propriétés géométri- 
ques relatives aux relations de positions qui peuvent exister entre certains 
groupes de points, de courbes ou de surfaces. 

Aiissi^ je crois quel'on peut dire que la géwnétriedescriptwej ou la langue ^apAt^ur, 
est éminemment apte à exprimer et à faire découvrir les relations de position ^ et que 
tanalyscj ou la langue algébrique^ est éminemmentapte à exprimer et à faire décou- 
vrir les relations métriques. 
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§11. 

Dans ce qui précède, nous avons, en ne nous servant que des méthodes de la 
géométrie descriptive^ essayé d^établir une nomenclature des coniques du quatrième 
et du troisième degré) en fondant cette nomenclature sur les points singuliers (\\xe 
les diverses courbes composant cette famille pouvaient présenter. 

Nous allons maintenant démontrer que la projection, sur un plan, de la courbe 
à double courbure, intersection de deux surface du second degré, est toujours 
une conique plane du quatrième degré, et, dans certains cas, une conique plane 
du troisième degré. 

Théorème 1. Par huii points situés trois à trois dans des plans différents j on peut 
toujours faire passer deux surfaces coniques du second degré; ou, en d'autres termes : 
par les huit points- sommets d'un octogone gauche {dont y par conséquent, trois côtés 
consécutifs ne sont pas situés dans un même plan ), on peut toujours faire passer deux 
cônes du second degré. 

Démonstration. Par huit points situés trois à trois dans des plans différents^ on 
peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre, puisque neuf points 
situés trois à trois dans des plans différents déterminent toujours une surface du 
second ordre , et qu'ils n'en déterminent qu'une seule. 

Parmi toutes ces surfaces du second ordre déterminées par huit points de l'es- 
pace , ne peut-il pas exister un cône du second degré ? 

Et si un cône du second degré peut toujours passer par huit points situés dans 
l'espace et placés trois à trois dans des plans différents, n'en peut-il passer qu'un 
seul ou plusieurs ? 

Telles sont les questions que je me propose de résoudre. 

Désignant par a, 6, y, les coordonnées du sommet d'un cône, on sait que 
l'équation générale des surfaces coniques est de la forme : 



\X—y « — 7/ 



L'équation d'un cône du second degré sera dènc 



(^)+K^M^)(S)+<£;Më)+''- » 
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Ou, après avoir Ordonné : 



1/'+ Ao;' + Ez'4- ftry — 26 


y-2ka 


X — Ca 


z+ 6' 


+ Cx« — Ba 


— Bê 


— D8 


+ A«' 


4- Dyz — Dy 


— Cy 


2Ey 


+2B«6 


• 






+ 2Cay 
• +2Dy6 



= {i) 



Or, si l'on se donne les coordonnées 

(x\ y', , {x'\ y'\ o, (^"', y\ O, (^., y., O 

des huit points de l'espace , et que Ton substitue les valeurs de ces coordonnées 
à la place de (x, y, z) dans l'équation (i), on obtiendra huit équations, dans 
lesquelles entreront les cinq coefficients A , B , C , D , E et les trois coordonnées 
(a y Sy y) du sommet du cône t^ déterminer. 

On aura donc autant d'équations que de quantités à déterminer. 

Ainsi : on peut toujours faire passer par huit points de l'espace situés trois à trois 
dans des plans différents une surface œnique du second ordre. 

Cela démontré , Féquation ; 



1 

î^+ Ax'+ E«*+ Byz 4- My + Na; + P«+ K=0 

-f-Ca» 



(2) 



représentera toujours un cône , si Ton pose les quatre équations de condition 
suivantes : 

M4-26 +B«+ Dy = 

N-f-2Aa+BS+ Cy = 

P +- C« + D6 + 2Ey=0 

K= ff H-Aa"+ Ey'+ 2BaS + 2Cflty + 2D6y 



(3) 



Or, si Ton se donne les coordonnées de huit points de l'espace, on pourra 
toujours substituer les valeurs de ces coordonnées à la place de {x , y, z) dans 
l'équation (2) et déterminer les quantités A, B, C, D, E, M, N, P, au nombre 
de huit , en fonctions des coordonnées des huit points et de la quantité K. 

Ensuite , dans les équations (3) , on pourra remplacer les coefficients A , B, C, . . . 
par les valeurs trouvées. 
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Or, remarquons que K entre au premier degré daûs TéquatioD (2); par con- 
séquent, les valeiirs des coefficients A , B , G seront de la forme : 

A=VK-|-U, B=V'K + ll', C = V"K+U^.... 

V et U, V'et U', V et U'V--- étant des fonctions dans lesquelles il n'entre 
que les coordonnées des huit points de l'espace. 

En un mot» A, B, G,.--* seront des fonctions linéaires de K. 

Les trois premières équations (3) pourront donc être écrites de la manière 
suivante : 

26+ a (V K4- U' ) + y (V'''K+ \]"') + (M.K-f- MJ =0) 
2«(V K-|-U) + 6(V'K-hU' )+y(V''K+U")+fN,K4-N.)=^0[ (i) 

Les équations (4) serviront à déterminer a , 6 , y en fonctions de K. 

Et l'on trouvera pour a 5 6 , y, des fonctions du quatrième degré en K. 

Substituant donc ces valeurs de «, g^ y dans la dernière équation (3), on 
trouvera une équation du huitième degré en K. 

Or, cette équation ne pourra avoir qu'un nombre pair de racines réelles ; et 
comme nous avons vu ci-dessus que par hnit points de Tespacei on pouvait toujours 
faire passer une surface conique , nous savons que cette équation du huitième 
degré en K doit admettre une racine réelle, et par conséquent au moins deux 
racines réelles. 

Ainsi : par huit points de l'espace situés trois à trois dans des plans différents 9 on 
peut toujours faire passer deux surfaces coniques du second degré ; ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Nous venons de démontrer que par les huit sommets d'un octogone gauche on 
pouvait toujours faire passer deux cônes du second degré ; il resterait à démon- 
trer qu'on ne peut faire passer que deux cônes. 

L'équation du huitième degré en K nous montra qu'il ne peut exister trois 
cônes passant par la courbe qui unit les huit points de l'espace, car K ne peut 
avoir seulement trois valeurs réelles; il faut, si K a trois valeurs réelles, qu'il 
en ait nécessairement quatre. Il foudrait donc discuter l'équation du huitième 
degré en K, et prouver qu'elle n'admet que deux lacines réelles. Or, les calculs 
seraient trop longs 

L'équation en K précédemment donnée ne peut donc noub seivir pour résoudre, 
d'une manière prompte et simple, la question posée ci-dessus. Dés iors^ nous 
allons recourir aux considérations géométriques. 
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Désignons par G la courbe qui unit les huit points de l'espace ; par S le sommet 

du premier cône qui enveloppe la courbe G ; par S' le sommet du deuxième cdne 

qui enveloppe aussi la même courbe G. 

Par la droite SS' des sommets, faisons passer un plan sécant P. 

Ge plan P coupera le cône (S^ G) suivant deux génératrices G et G'; ce même 

pian coupera le cône (S", G) suivant deux génératrices H et H^ 

Ges quatre génératrices se couperont deux à deux en quatre points , qui seront 

ceux en lesquels la courbe G est coupée par le plan P, et Ton voit évidemment, 

par ce qui précède, qu'un plan ne peut couper la courbe^intersection de deux 

surfaces du second ordre en plus de quatre points. 

Désignons par m le point intersection de G et H 

m' 6 et H' 

m" G' et H 

m"' 6' et H' 

Désignons par T le plan tangent au cône (S, G) suivant G. 

T' suivant G' 

6 le plan tangent au cône (S', G) suivant H 

e' suivant H' 

Les deux plans T et T' se couperont suivant une droite X. 

Les deux plans @ et 6' se couperont suivant une droite Y . 

Les plans T et T couperont la droite Y respectivement aux points y et y . 

Les plans 6 et 6' couperont la droite X respectivement aux points x et x'. 

Les plans tangents T, T', 8 et 0' se couperont deux à deux suivant les tangents 

à la courbe G aux divers points m , m', vii\ m"\ 

Désignons par t la tangente au point m 

c' m' 

t • m 

t lit 

La droite. . . t passera par les points m , x , y 

^ fn\ Xt y' 

I" fn'\af,y 

.r m^x', î,' 

Or, par t et ^, par T et t'" passent les plans tangents du système 9 au cône 

(SS G). 

Or, par i et ^% par i' et r"'' passent les plans tangents du système T ao cône 

(S, G) 

Pour qu'il y ait un troisième cône , il faudrait que Ton pût faire passer deux 

plans, Tun par f" et ^'j l'autre par t et tf'\ 



j 



SV»H« s". 
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Or, cela est impossible , puisque i et t\ t et i" ne se couperont deux à deux 
qu'autant que les droites X et Y se couperont, et alors c' et f se couperont en un 
seul et même point qui ne sera autre que celui en lequel X et Y se couperont. 

Or X et Y ne se couperont qu*autant que la courbe G ne sera autre que deux 
courbes planes A et B, en d'autres termes, qu'autant que la courbe G ne sera 
autre que deux sections coniques. 

Et alors le point de rencontre des droites X et Y sera situé sur la droite inter- 
section des plans des courbes A et B. 

Ge n'est donc que lorsque les deux cônes (S, G; et (S', G) se couperont suivant 
deux courbes planes A et B que leur courbe d'intersection pourra être enveloppée 
par trois cônes du troisième degré; et dans ce cas, le troisième cône ne sera 
autre que les deux plans des couii>es A et B, dont se compose la courbe G. 

Ainsi, la courbe géométrique et à double courbure qui passe par les huit 
sommets d'un octogone gauche, est située et ne peut être située que sur deux 
cônes du second degré. 

Démontrons maintenant que la courbe-intersection de deux surfaces du second 
ordre, n'est autre que la courbe géométrique passant par les huit sommets d'un 
octogone gauche. 

On sait que par huit points de l'espace l'on peut faire passer une infinité de 
surfaces du second ordre , et que par neuf points de Tespace on ne peut faire passer 
qu'une seule surface du second ordre. 

Désignons par 2 la surface du second ordre qui passe par neuf points donnés; 
par S et S' les deux cônes du second ordre qui passent par huit de ces neuf points. 

Désignons par G la courbe-intersection des cônes S et S'; par B l'intersection 
de 2 et S ; et par B' l'intersection de 2 et S'. 

Je dis que les trois courbes à double courbure G , B et B' ne sont qu'une seule 
et même courbe. 

Et en effet : 

L'intersection de deux surfaces du second degré est une courbe du quatrième 

degré. 

Si deux surfiices se coupent suivant une courbe du quatrième degré , et que 
Tune des surfaces soit du second degré, il faut nécessairement que la seconde 
surlace soit du second degré. 

Or si le cône S et la surface 2 se coupent suivant une courbe B différente de 
la courbe G , comme les courbes B et G passent toutes deux par les huit mêmes 
points, il s'ensuivrait que l'on pourrait faire passer par huit points de l'espace 
plus de deux surfaces coniques du second degré. Donc , etc. 

Puisque d'après ce qui a été dit ci-dessus : t'intersecûon de deux surfaces du 



« 



V. 



% 
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second ordre peut êoujours ëlre enveloppée par deux cônes du second degrés l'on n'a 
qu'à etaminer les propriétés dont jouit la projection de la courba-intersection de 
deux cônes du second degré, pour connaître toutes les propriétés dont peut 
jouir la projection de ia courbe-intersection de deux surfaces du second ordre \ 
c'est ce qui nous a engagé à donner à la courbe géométrique intersection de 
deux su rfaces du second ordre le nom de conique à double courbure du quatrièmedegré, 
et par suite le nom de conique plane du quatrième degré à la projection sur un plan 
de la conique à double courbure. 

Mais il peut arriver que l'un des cônes envelopant la courbe-intersection de 
deux surfaces du second ordre devienne un cylindre ; il peut arriver aussi que les 
deux cônes enveloppant cette courbe deviennent l'un et l'autre un cylindre du 
second degré. 

On doit donc, lorsque l'on considère la projection sur un plan delà courbe- 
intersection de deux cônes du second degrés comme représentant toutes les 
coniques planes du quatrième degré, supposer les cas où l"* le sommet de chacun 
des deux cônes, ou 2^ le sommet d'un seul des deux cônes serait transporté a 
l'infini. 

Par conséquent, la projection (sur un plan) de la courbe-intersection : 
1<^ de deux cônes du second degré , 
2"" d'un cône et d'un cylindre du second degré, 
3*^ de deux cylindres du second degré , 
représentera toutes les coniques planes du quatrième degré. 

Lorsque Ton combinera : i"" un cône et un cylindre, et 2^ deux cylindres ( du 
second degré) entre eux , on devra remarquer qu'il existe trois cylindres du second 
degré : 

l"" Le cylindre ayant pour section droite une ellipse ou un cercle; 

2'' Le cylindre ayant pour section droite une parabole; 

3"" Le cylindre ayant pour section droite une hyperbole. 

Huit points de l'espace déterminant une courbe géométrique à double cour- 
bure, huit points situés sur un plan détermineront toujours unecourbegéométrique. 

Cette courbe plane sera du quatrième degré* Si l'on prend donc l'équation 
générale des courbes du quatrième degré , et qui est : 

a:* ■+- Dy^ + Hx^y 
4- Ao;' + Ey^ + Kxy^ 
+• Rt' . h Fy' H- La: Y 
+ Cx -hCy -hMx'y } =0 

+ îiy^x 

+ Pxy 

+ Q 
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On pourra donner à aix, des quatorze coeffîcienta» de& valeurs arbitraires et 
déterminer les huit autres par la condition que la courbe passe par les huit 
points donnés. 

On obtiendra donc la valeur de ces huit coefiicîents en fonction des, Goordonaées 
des huit points et des valeurs attribuées auxsix coefficients choisis arbitrairement. 

L'équation à laquelle on parviendra sera du quatrième degré et représentera 
une conique plane du quatrième degré^ par cette méthode , on n'obtient qu'une 
courbe particulière^ mais par la méthode suivante on peut obtenir l'équation 
générale des coniques planes du quatrième degré, en considérant les équations 
de deux cônes ayant pour base sur le plan 09 , l'un la courbe ayant pour équation : 
y^-hmx^+nx + 9=50, l'autre ayant pour équation : y'-Hac'H-tey+«c+cty-|-/=0. 

Ces deux cônes auront pour équation ; le premier 

(y—Sy + m ix—»y + »(«—«) (»— y) + q {z—yY = 
le deuxième 

(y-.S7+a(a:-a0'+6(^-«0(y-O+^^-«0(»-/)H-%-6')(^ 

(X, 6, 7 étant les coordonnées du sommet du premier cône; 
a^ S>9 y étant les coordonnées du sommet du second oôae. 
En éliminant % entre ces deux équations, on aura l'équation générale des 
coniques planes du quatrième degré , renfermant les quatorze constantes 

m, n, 7, a, 6, c, d,/, a, S, y, «', €', y. 

On pourra attribuer à six de ces quatorze constantes des valeurs arbitraires; 
les huit autres seront déterminées en fonction des coordonnées des huit points 
et des valeurs attribuées aux six constantes arbitrairement choisies , et l'on 
obtiendrait l'équation d'une conique plane particulière. 

Mais on pourra simplifier l'équation de la conique plane du quatrième degré , 
en supposant que l'origine des coordonnées se trouve sur l'une dés bases des 
deux cônes, ainsi on pourra , sans affecter la généralité de l'équation de la conique 
plane, supposer que ^ =0. 

Dès lors, l'élimination de z sera facile, et l'on aura pour l'équation générale 
des coniques planes ;du quatrième degré : 

(y_g').+a(x-a')-+6(x-,')(»-é')+{c(a^-*H4(»-^) j j '^^'h-^^]^-»^^— ) ' _,-} + 



+1. SteT^ ^]"® 
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Celte équation no renferme plus que treize constantes arbitraires , on pourra 
donc donner des valeurs à six d'entre elles, et les sept autres seront déterminées 
en fonction de ces valeurs et des coordonnées des huit points par lesquels la 
conique plane particulière doit passer. 

On aura donc une équation de condition qui devra être satisfaite. Cette équa- 
tion de condition sera celle qui établit que l'origine des coordonnées est située sur 
la section conique, base de l'un des deux cônes. 

En général , on pourrait choisir les coordonnées des deux sommets pour les 
six constantes auxquelles on attribue des valeurs arbitraires. 

On sera conduit , dans ce cas , à calculer les coefficients m , n , a , 6 , c , d, /, qui , 
étant connus , permettront de construire les bases des deux cdnes ; et par suite 
les deux cônes seront connus de forme et de position. 

Il est donc évident qu'au moyen de la géométrie descriptive^ on pourra tou- 
jours construire la conique plane du quatrième degré assujettie à passer par huit 
points donnés. 

Théorème 2. Par cinq points de l'espace et une droite, on peut toujours faire passer 
deux cônes du second degré. 

En effet : l'équation du cône du second degré dont les coordonnées du sommet 
sont représentées par (a, 6, y) est, ainsi que nous l'avons vu ci-dessus, page 478. 



y- + Kx^+Ez' + 



— 2Aa « — 



hxy—26 


y — 2Aa 


Cx%—Ba 


— B6 


Dyz ~ Dy 


— Cy 



Ga 

D6 

2E7 



+ A«» 

+2B«e 

+2C«y 
+ 2D6^ 







(1) 



Représentons par («', y, *'), («", y", %"), («„ y,, *,) les coordonnées des 

cinq points de l'espace , et par 



: — as=3m(s — y)J 

— e=n(x— y)) 



(2) 



les équations de la droite donnée dans l'espace. 

La droite devra être tout entière sur la surCsice conique , il faudra donc que 
les équations (1) et (2) aient lieu en même temps. 
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En tirant des équations (2) les^ valeurs de a? et y et les substituant dans l'équa- 
tion (i), on aura une équation de la forme : 

Xi'+Y«+Z=20 

qui devra être satisfaite, quel que soit z; on aura donc, les équations de con- 
dition : 

X:=0, Y=îO,Z=0 (3) 

Or, X, Y, Z sont des fonctions des coefficients A, B, C, D, E, et des coor- 
données a , 6 , 7 du sommet du cône. 

En remplaçant x, y, z dans l'équation (i) par les valeurs des coordonnées des 
cinq points de l'espace, on obtiendra cinq équations qui , avec les trois équations 
de condition (8), serviront à déterminer les huit indéterminées A , B, G , D , E, 
a , 6,7. Ainsi, on aura autant d'équations que d'indéterminées -, on doit donc con- 
clure : qa*il passe toujours un cône du seconde degré , par une droite et par cinq points 
de l'espace. 

Cela posé : 

Qui nous empêche de prendre sur la droite de l'espace trois points a, 6, c, 
lesquels, avec les cinq points primitivement considérés, formeront un groupe 
de huit points. 

Désignant par {x\ y z'), (x"\ y\ z")j (x"', y"\ %'") les coordonnées de ces trois 
poiVits a, 6, c, on devra avoir les équations de condition suivante : 

v" — v"' 

(4) 



rr"— a?"' 



En remplaçant x^ y,% dans l'équation (i) par les valeurs des coordonnées des 
cinq premiers points et des points 6 et c, et ensuite par z' et les valeurs de y' et 
de x' tirées des équations {Â), on obtiendra toujours une équation du huitième 
degré en K telle que celle que nous avons obtenue précédemment lorsque nous 
avons donné la démonstratipn du théorème 1. 

Et comme nous venons- de démontrer ci-dessus que, par une droite ou par trois 
points en ligne droite et par cinq autres points de l'espace , on pouvait toujours 
feire passer un ctoe du second degré, cette équation du huitième degré en K 
admet nécessairement une valeur réelle pour K, et comme l'équation est de degré 
pair , elle admet au moins deux valeurs réelles pour K. 

8* 
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Ainsi, par une droUe et par cinq points de l'espace, ou par huH painis de l'espace 
dont trois sont en ligne droite, on peut toujours faire passer deux cônes du second 
degré. 

Par conséquent , par sept points de l'espace on peut toujours faire passer deux cônes 
du second degré ayant une génératrice droite commune. 

Ainsi , réquation du troisième degré provenant ée Téquation du quatrième 
degré (représentant une conique plane du quatrième degré ) divisible en deux 
facteurs, Tun du troisième et l'autre du premier degré , représente toutes les 
coniques planes du troisième degré. 

Ainsi^ la projection, sur un plan, de la courbe-intersection de deux cônes du 
second degré ayant une génératrice droite commune peut représenter toutes les 
coniques planes du troisième degré. 

Pour les coniques planes du troisième degré ^ nous ferons la même remarque 
que pour les coniques planes du quatrième degré. 

Ainsi, les deux cônes ayant une génératrice commune peuvent être tels que 
le sommet de Tun d'eux se transporte à l'infini^ auquel cas on aurait à considérer 
la projection , sur un plan , de la courbe-intersection d'un cône et d'un cylindre 
du second degré ayant une génératrice commune. 

On ne pourra supposer que les deux cônes se transforment en deux cylindres 
ayant une génératrice commune , car on n'obtiendrait que des droites pour Fin- 
tersection. 

Ainsi , pour avoir la nomenclature complète des coniques planes du troisii^n^ 
degré , il faudra considérer la projection sur un plan de l'intersection : 

l"* De deux cônes du second degré ayant une génératrice commune; 

2*" D'un cône et d'un cylindre du second degréayant une génératrice commune, 
et dans ce dernier cas combiner, avec un cône du second degré, le cylindre ayant 
pour section droite : V une ellipse ou un cercle , 2^ une parabole , 3^ une hyperbole. 



§ ni. 

Le problème suivant : Con$truc(im du point en tet^uel la courbe de contact dum 
surface quelconque et d'une surface dévehppabifi a pqu^ tangen(e fa gén^rairice de la 
surface développable passant par ce point , pQMt facilement être jrôsolu au moyen 
des surfaces diamétrales de la surface courbe et de la ^urfioe . développablç 
données, St ce problème sera une nouvelle application de ce qui a été exposé au 
commencement 4u § I" de ce troisième chapitre. 

Hachette est le premier qui se soit occupé de ce problème , et qui en ait donné 
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la solution : il remarqua que ce point particulier ne pouvait exister qu'autant 
que la surface courbe avait , en ce point, des rayons de courbure dirigés en sens 
inverse , et dès lors il démontra que Thyperboloîde à une nappe et de révolution, 
osculateur en ce point et à la surface courbe, devait avoir une de ses deux gêné 
ratrices droites qui se croisaient en ce point, ou V passant par le sommet du 
cône langent à la surface courbe, ou 2*" parallèle aux génératrices du cylindre 
tangent à la surface courbe, ou 3* tangente à Tarète de rebroussement de la sur- 
face développable tangente à la surface courbe. ' 

Et ensuite, au moyen d'une courbe d'erreur, il parvint à construire le point 
cherché, dahs le cas où la surface courbe étant une surface de révolution , était 
enveloppée : l"* par un cône , ou 2** par un cylindre. 

Depuis, j'ai repris le problème, et j'y ai ajouté quelques considérations nou- 
velles qui ont été publiées dans le Bulletin de la Sodété pMlomatique (^) , mais dans 
la note que j'ai donnée à la Société philomatique , j'ai employé les surfaces 
osculatrices du second degré ainsi que l'avait fait Hagaette. 

Aujourd'hui , je vais donner une construction nouvelle de ce point remarquable; 
cette construction est moins élégante , sans aucun doute , sous le point de vue de 
géométrie théoriqucy que celle due à Hachette ; mais elle a un grand avantage, celui 
de pouvoir s'appliquer à toute surface courbe, et quelle que soit là surface enve- 
loppe et tangente à la surface courbe donnée; car, il faut bien le reconnaître, 
la solution graphique du problème n'est possible qu'autant que l'on connaît les 
deux rayon6 de courbure maximum et minimum, pour un point quelconque de 
la surface courbe proposée lorsqu'on veut employer le mode de solution proposé 
par Hachette. Or, il n'est pas facile de déterminer la longueur de ces rayons de 
courbure pour toutes les surfaces, et pour n'en citer qu'un exemple, pour une 
surface définie par une suite de sections parallèles. Si cette méthode s'applique 
avec avantage aux surfaces de révolution ( et remarquons que Hachette ne Ta ap- 
pliqué graphiquement qu'à ce genre de surface) , c'est que l'on connaît immé- 
diatement, pour un point quelconque d'une telle surface, les rayons de courbure 
maximum et minimum. 

La solution donnée par Hachette n'est donc pas générale sous le point de vue 
graphique j quoique complète sous le point de vue géométrique ou théorique. 

Et il me sera permis de rappeler ici , car c'est vraiment ici le lieu , que très- 
souvent les solutions géométriques les plus élégantes devaient être modifiées pour 
les rendre graphi^fues; que souvent aussi elle» devaient être abandonnées pour y 



(*) Fofez le Bolletm de la Société philomatique. Séance du 8 décembre 1832. 
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substituer des solutions moins élégantes sous le point de vue théorique » mais se 
prêtant avec facilité aux constructions graphique». 

I. Omsiruciion du point p,de la courbe de contact C, d'un cylindre P et d'une surface 
quelconque 1 , pour lequel la tangente à la courbe de contact C n'est auire qui une géné- 
ratrice du cylindre enveloppe P. 

D'après ce qui a été dit ( § I*') , si Ton coupe le cylindre P par un plan Q per- 
pendiculaire à ses génératrices droites^ le point p cherché se projettera orthogo- 
nalement sur le plan Q en un point p\ en lequel la section droite B du 
cylindre P par le plan Q offrira un point de rebroussement. 

On peut toujours considérer la courbe C comme étant Tintersection de deux 
surfaces, 2 qui est connu et 2' que Ton peut imaginer; dès lors, le problème 
proposé n'est autre qu'un de ceux résolus dans le § I*^ 

Si donc nous construisons la surface diamétrale i de la surface donnée 1 par 
rapport aux cordes de cette surface parallèles aux génératrices droites du cylindre 
enveloppe P, la surface. 3 coupera la surface 2 suivant une courbe y, laquelle 
coupera la courbe C au point p cherché. 

H. Construction du point p y de la courbe de contact C, d'un cône P et d'une surface 
quelconque 1 , pour lequel la tangente à la courbe de contact G n'est auire qu'une gêné" 
ratrice droite du cône enveloppe P. 

Désignons par 6 , G, ^ G., G, , les diverses génératrices du cône , et par p, 

P' ' Ps9 P»9 les points en lesquels ces génératrices rencontrent re^ectivement 

la courbe G de contact. 

Nous pourrons toujours projeter orthogonalement la courbe C en C' sur un 
plan arbitraire R. 

Nous pourrons toujours obtenir les projections G', G/, G/ G,' sur le plan R 

des génératrices G , G. , G,, G,.... nous pourrons toujours construire une quel- 
conque des surfaces cylindriques diamétrales du cylindre K projetant la courbe C 
en la courbe C 

Désignons par d la courbe diamétrale de C^ par rapport aux cordes parallèles 
à G'; par a' celle obtenue par rapport aux cordes parallèles à G/, et ainsi de 
suite. 

Les cylindres ayant pour section droite respective les courbes 3, i', 3" 

ne seront autres que ceux qui partagent en deux parties égales les cordes du 
cylindre K parallèles ou à la génératrice G, ou à la génératrice G, , ou à la géné- 
ratrice G. et qui coupent le cône P suivant des courbes D, D', D"...., les- 
quelles courbes couperont les génératrices G, G,, G. respectivement en des 
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poinls qy q,9 q^f 9j.... et tous ces points formeront une courbe p qui coupera la 
courbe C au point p demandé. 

lit. GoMtruction du point p, de la courbe de amtaci C, d'une twrface dé^loppable P 
ei d'tme surface quelconque 1, pour lequel la tangente à la courbe de caniact C n'est 
autre qu'une génératrice droite de la surface enveloppe et développable P. 

Il est évident que la construction sera identiquement la même que celle donnée 
au n"" II ci-dessus. 

§ IV. . 
Utilité et emploi des courbes d'erreur. 

Problètne i. Lorsque Ton a construit les projections horizontale et verticale 
de la courbe-intersection de deux surfaces, il est souvent, et presque toujours, 
nécessaire de donner les limites de chacune des courbes-projections, afin que la 
courbe de l'espace soit le plus rigoureusement représentée que faire se peut. 

Il n'est donc pas sans intérêt, sous le point de vue graphique, de connaître 
une méthode générale et pratique qui puisse nous permettre, dans tous les cas , 
de construire à Tune des courbes de projection la tangente parallèle à une droite 
donnée; ou, en d'autres termes, de construire à la courbe-projection une tan- 
gente faisant avec la ligne de terre un angle donné. 

Désignons par C la courbe- intersection des deux surfaces 2 et 2'; par C* sa 
projection horizontale, et par C sa projection verticale. 

Désignons par B une droite de direction arbitraire et tracée sur le plan hori- 
zontal. 

On demande de construire à la courbe C^ une tangente parallèle â B. 

Pour résoudre ce problème, rappelons-nous que si Ton donne un point x de 
la courbe G, la tangente en ce point x s'obtient par l'intersection de deux plans 
tangents au point x , l'un T construit pour la surface 1 , l'autre T' construit pour 
la sur&ee 2". 

Dès lors considérant une suite de points a^, a:'\ x"", de la courbe C\ nous 

pourrons construire en chacun de ces points les tangentes G^, G"'^, Q'"" pour 

obtenir les pieds sur le plan horizontal , ou ,' en d'autres termes , les traces 
horizontales des tangentes G, G', B",.... on déterminera les traces horizontales 
des couples de plans T et T' tangenu en «, T, et T/ tangents en x , etc.; les points 
a , a , a" en lesquels se coupent deux à deux ces diverses traces horizontales , 
seront les traces horizontales des tangentes 0, G", G"',.... , etc. 
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Gela posé : 

Menons par le pointa une droite B, parallèle i B; abaissons du point x^ une 
perpendiculaire sur B. et la coupant au point b. 

Faisons l|i même construction pour chacun des points a\ a". . « . nous obtiendrons 
une suite de points 6, b'j b^\.... qui détermineront une courbe d laquelle coupera 
la courbe G^ en des points pour chacun desquels la tangente sera parallèle à B. 

Au lieu d'abaisser du pointât une perpendiculaire sur B,, on aurait pu mener 
par a/" une perpendiculaire sur 9\ laquelle aurait coupée B, en un point d et tous 
les points obtenus* de la même manière, et ainsi dj d\ (t\.... auraient déterminé 
une courbe y qui aurait coupé la courbe G* en des points pour chacun desquels 
la tangente aurait été parallèle à B. 

On aurait encore pu, du point a comme centre ei avec un rayon égal à xf'a, 
décrire un cercle, lequel aurait coupé la droite B. en un point ft, et tous les points 

homologues k^ k'j k'\ auraient déterminé une courbe fx» laquelle aurait 

coupé la courbe C^ en des points pour ohacun desquels la tangente aurait été 
parallèle à B. 

Il est évident que les trois courbes d'erreur d, y, /i , doivent toutes se couper 
en des mêmes points situés sur G*. 

De sorte que les trois constructions peuvent réciproquement se servir de 
vérification. 

Gelte construction graphique n'est pas très -longue, car Ton pteut, au moyen 
de réquerre et de la règle , fixer d'une manière grossière la position du point qui, 
situé sur G\ donnerait une tangente parallèle à B, et prendre avant et après ce 
point un certain nombre de points x , x\ x"j x\.... de la courbe G*, et exécuter 
pour chacun d'eux les constructions précédentes ; Tune quelconque des trois 
courbes d'erreur 3, y, fx, déterminera d'une manière, sinon rigoureuse sous le 
point de vue géométrique o\} théorique j du moins d'une manière très^suflBsamment 
approchée pour la pratique , et par conséquent rigoureuse sous le point de vue 
graphique y le point de la courbe G* pour lequel la tangente sera parallèle à la 
droite B donnée de direction sur le plan horizontal de projection. 

La construction que nous venons de donner est générale , mais elle peut être 
modifiée suivant les cas particuliers. 

Prenons pour exemple deux surfaces de révolution dont les axes se coupent, 
et proposons-nous de trouver la tangente à la projection verticale de la courbe- 
intersection de ces deux surfaces, cette tangente étant assujettie à être perpendi- 
culaire à la ligne de terre. 

(Nous n'avons pas besoin d'exécuter l'épure, tous ceux qui ont suivi un cours 
de géométrie descriptive connaissent cette épure. ) 
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Et d*abord, faisons remarquer que lorsque l'on a une surface de révoluiioa, la 
normale en un point de cette surface se détermine facilement sans que Ton soit 
obligé de construire le plan tangent en ce point ; pour toutes les autres sur- 
faces , la construction de la tangente exige la connaissance des traces du plan 
langent. 

Aussi , ne peut-*oa employer » pour construire la tangente en un point de 
l'intersection de deux surfaces, la méthode dite : du plan des deux normales 
qu'autant que les deux surfaces sont l'une et l'autre de révolution. 

Dans le cas proposé, la projection yerticale de la tangente en un point x de 
la courbe G intersection des deux surfaces de révolution 2 et 2' sera donc , ainsi 
qu'on le sait, perpendiculaire à la projection verticale D"" d'une verticale D du 
plan des deux normales N pour 2 et N^ pour 2\ les deux normales N et N' se croi- 
sant au point x. 

Gela posé : 

Il est évident que puisque la tangente à la courbe G^ doit être perpendicu- 
laire à la ligne de terre, il faut que la droite D^ soit aussi perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Dès lors , nous prendrons plusieurs points sur la courbe Gravant et après le 
point qui , déterminé grossièrement au moyen de la règle et de l'équerre^ serait 
celui pour lequel la tangente parait (à rœil) devoir être perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Désignons ces points par x, x'y x\ x"^ • . • . ; par chacun d'eux nous menions des 
cordes perpendiculaires à la projection verticale iC de l'axe A de la surface 2 
(lequel axe A est supposé vertical). 

Ges cordes couperont la courbe méridienne M de la sut iace 2 en des points 
m, m\ m\ m"j.... ; en ces points nous mènerons des normales à la courbe M, 

lesquelles couperont Taxe A en 4es points o, o\ q\ o"\ ; par les pomtso, o\ 

o'\ o'" nous mènerons une suite L , L", V\ L"\ ... de droites parallèles à la 

ligne de terre* 

Par les mêmes points Xf x\ x'\ x"\.... nous mènerons une suite de cordes 
perpendiculaires à la projection verticale A'^ de l'axe A' de la surface 2^ lesquelles 
couperont la courbe méridienne M' de cette surface en des points n, n\ n\ n"\.... 
En ces divers points, nous construirons les normales de la oourbe M', lesquelles 
couperont Taxe A' en des points q, q\ q\ q"\....] nous joindrons par des droites 
les poipts et g, o et q\ o" et q'\... etc. 

Puis , du point o comme centre et avec oq pour rayon , nous décrirops un arc 
de cercle qui coupera la droite L en un peint b. Faisant la même construction 
pour chacun des points o\ o", a'", etc. , les divers points ♦ , b\ l/\ déter- 
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mineiroiit une courbe i laquelle coupera la projection verticale k!' de l'axe k' en 
un point a^ 

Menant par a' une parallèle à la ligne de terre , elle coupera la projection ver- 
ticale de l'axe A en un point a. 

Menant par le point a une normale à M, on aura le point y^ en lequel cette 
normale coupe la courbe M ; menant par le point €^ une normale à M' , on aura le 
point y\ en lequel cette normale coupe la courbe M\ 

Enfin, menant par y une perpendiculaire sur k'' et par y une perpendiculaire 
sur k'^t ces deux droites se couperont en un point % situé sur C% et pour ce point 
la tangente à C sera perpendiculaire à la ligne de terre. 

Problème 2. Imaginons trois surfaces 2, 2', if' se coupant deux à deux, et 
désignons par C la courbe-intersection de 2 et 2" et par C la courbe-intersection 
de 2' et 2". 

On propose de déterminer le plan tangent aux courbes G et G' qui sera perpen- 
diculaire au plan horizontal. 

Il est évident que la question n'est autre que celle-ci : construire k Cet C"" 
une tangente commune, laquelle sera la trace horizontale du plan demandé. 

Pour résoudre le problème énoncé en les derniers termes ci-dessus , il faudra , 
au moyen de Téquerre et de la règle , fixer d'une manière grossière la tangente 
commune demandée. 

On aura donc un point x sur G et un point y sur C pour points de contact 
demandés , mais très-grossièrement déterminés l'un et l'autre. 

Pour obtenir une position de chacun de ces points plus approximative^ on 
fera la construction suivante : 

On prendra sur la courbe G\ avant et après le point a^, un certain nombre de 
points x\ x'\ a:'"*, ar\ etc. 

Pour chacun des points x\ x'\ x"\.... de la courbe G, on construira rigou* 
reusement les tangentes G', 9'", ^'"j etc., et l'on obtiendra dès lors les tangentes 
fl'*, e"*, 0"'*, etc. à la courbe C*. 

On construira ensuite, par les méthodes exposées ci-dessus lorsque nous avons 
résolu \^ problème \t les tangentes i'\ i''\ i("^y.... à G'* qui seront respectivement 
parallèles aux tangentes S'*, 0"*, 0'"*.... 

On obtiendra donc les points y *, y"*, y"^,.... en lesquels les droites l'*, i"*, l'"*. .. 
sont tangentes à la courbe G^. 

On pourra dès lorsabaisser, des points y'^, y"^j y"^j etc., des droites respective- 
ment perpendiculaires aux droites 0"^, 9''\ 6'"\ . . . lesquelles seront coupées par ces 
perpendiculaires ou normales en des points z', z"', z"\ etc. Tous ces points déter- 
mineront une courbe d'erreur d, laquelle coupera la courbe G'* au point/. 
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Si des points «'*, a:'^, a;"'*,.--- on avait abaissé des perpendiculaires sur les 
droites ^*, ^'*, i"'*..,. ces perpendiculaires auraient coupé respectivement les 
droites sur lesquelles elles étaient jiormales en des points p\ j/'j f>'\.. lesquels 
auraient donné une courbe d'erreur y qui aurait coupé la courbe G^ au point od'. 

Les points yf^eia^ ainsi déterminés seront ceux pour lesquels la droite qui les 
unit sera une tangente commune aux deux courbes C^ et C'^. 

Problème 3. Proposons-nous de construire sur une suriace donnée 1 : 

V Les courbes (fégak teinte réelle; 

2'^ Les courbes d'égal^ teinte apparente. 

Première question. Lorsqu'une surface 2 est éclairée : V par un point lumineux /, 
ou 2"* par un feisceau de rayons parallèles et lumineux L, on désigne par courbe 
d'égale teinte réelle la courbe tracée sur la surface 2 et telle que pour chacifn de 
ses points a; le plan tancent T à la surface 2 fait un angle a constant : l"" aveC la 
droite qui unit chacun des points x et le point / , ou 2"" avec la droite qui passant 
par chacun des points x est parallèle à la direction L du faisceau lumineux. 

Si l'on désigne par I l'intensité d'un rayon lumineux , on sait que (I . sin a) ex- 
primera l'intensité de la lumière sur la facette de la surface 2 faisant un angle oc 
avec le rayon lumineux qui vient frapper obliquement cette facette. 

Il faudra donc, pour construire une courbe d'égale teinte réelle, chercher sur 
la surface 2 tous les points x pour lesquels le plan tangent à la surface 2 fait avec 
le rayon lumineux un même angle a. 

Pour cela , imaginons sur la courbe 2 une suite de courbes d, d^, d^",.... ; pour 
chacun des points de la courbe i concevons les normales à la surface 2 ; ces 
diverses normales formeront une surface réglée qui sera en général une surface 
gauche et que je désigne par A; nous aurons donc une suite de surfaces réglées 
correspondant aux courbes d , d', S>' 

Ainsi, A pour 3, A' pour d^, ùl" pour d^'.... etc. 

Si maintenant je considère la courbe à: V comme la base d'un cône C ayant 
le point / pour sommet^ ou 2"" comme la base d'un cylindre B ayant ses généra- 
trices parallèles à la droite L , il faudra chercher laquelle des génératrices droites 
du cône C ou du cylindre B fait avec Tune des génératrices droites de la surface A 
un angle 6 complément de l'angle a donné. Il faudra .donc prendre sur la courbe S 
une suite de points «, x\ x'\ x",..:, construire les génératrices G, G^ G'V... 
du cône C ou du cylindre B passant par ces points; construire les normales N, 
N', N",.... de la surface 2 et. passant par ces points (ces normales N, N', N",.-. 
seront les génératrices de la surface A).; 

Gela posé: 

l"" Dans le cas d'un point lumineux / ou du cône G, on mènera dans le plan 

25 
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G, N) et par le point / une droite H faisant avec N l'angle 6 ; les droites N et H 
se couperont en un point a. 

Dans le plan {G\ N") et par le point /, on mènera une droite H'faisantafecM' fe 
même angle 6 ; les droites N' et H' se couperont en un point a\ et ainsi de suite. 

Les divers points a, o',.... détermineront une courbe X , laquelle coupera la 
courbe 9 en un point y pour lequel Tinte nsité de la lumière sera représentée 
par (I . sin a). 

On fera de même pour les courbes d", ^'^ etc. , et Ton obtiendra ainsi une suite 
de ^ints y sur d; y' sur J";.... qui pourront être unis par .une courbey; cette 
courbe y sera sur la surface 2 une courbe d'égale teinte réelle pour laquelle 
chacun de ses points sera frappé par un rayon lumineux émané du point / sous 
Tangle a. 

Faisant varier l'angle a et par suite l'angle 6, on constrifira les diverses courbes 
d'égales teintes réelles y, y, y'.... 

2"* Dans le cas d'un faisceau lumineux L ou du cylindre B. 

On mènera les divers plans (G, N)^ (G', N'), (G", N"), . . , . ; à partir du point x , 
on portera sur G une longueur B, et on aura un point % ; à partir du point x', on 
portera sur G' la mèiûe longueur P^ et on aura un point %\ et ainsi de suite. 

Les divers points z, z\ %\ . . . détermineront une courbe d. tracée sur le cylindre B 
et équidistante de la courbe d. 

( d. ne sera donc autre que la courbe 9 transportée parallèlement à elle-même 
sur le cylindre B à une distance P. ) 

Par les points Xj x\ x",.... on mènera des droites V, \\ y'\.... situées respec- 
tivement dans les plans (G, N), (G", N')^ {G"j N'%.... et faisant respectivement un 
angle 6 (complément de l'angle donné a) avec les normales N, N", N".... 

On portera sur ces droites V, y\ V...., et à partir respectivement des points 
X, x\ x',....^ la longueur constante P; on obtiendra ainsi une suite de points v^ 
v\ v\ .... qui détermineront une courbe R . 

Les deux courbes R et 3. se couperont en un point r par lequel passera la gé- 
nératrice du .cylindre B venant frapper Ja surface 2 sous l'angle donné a et en un 
point y situé sur la courbe d. 

On fera la même construction et en employant le même angle S pour les 
courbes 3fj ^\ i'\....\ on aura dès lors une suite de points y, y\ y" y*** qui 
détermineront une courbe 7, laquelle sera sur la surface 2 une courbe d'égale 
teinte réelle, dont tousles points seront frappés sous le même angle a par le faisceau 
lumineux L. 

En faisant varier l'angle « et par suite l'angle 6, on obtiendra d'autres courbes 
d'égale teinte réelle y, y", 7'", . . . . 
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Deuxième quesiian. L'œil peut être situé à l'infini sur une droite A donnée de 
direetion ou en un point o de l'espace. * 

V Si par les divers points de la courbe d'égale teinte réelle y on mène des 
parallèles à A, on formera un cylindre B, ; 

2"" Si par les divers points de la courbe d'égale teinte réelle 7, on mène des 
droites passant par le point Oj on formera un cône C, ayant le point pour 
sommet* 

Tentes les 'génératrices droites du cylindre B. et du cône C. ne feront pas 
avec la surface 1 le même angle. 

Si l'on considère les diverses courbes d'égale teinte réelle y\ 7", y"\ . . . • , on 
aura une suite de cylindres B/,B/', B/",..- ou une suite de cônes C/, C/', C/", 

Gela posé : 

Si l'on considère deux droites X et Y se croisant en un point m d'une surface 2, 
et faisant avec le plan T tangent en m à cette surface 2 y la première un angle a 
et la seconde un angle a,. 

Si Ton mène par le point m deux plans , l'un P perpendiculaire à X et Fautre Q 
perpendiculaire à Y ; et si l'on considère sur le plan P une surface élémentaire E, 
sa projection oblique sur le plan T (cette projection étant faite par des droites 
parallèles à X), sera ^ale à (E . sin a :=£'); si l'on projette la surface E' sur le 
plan Q (cette projection étant orthogonale, et par conséquent faite par des droites 
parallèles à Y), on obtiendra une surface E'' qui sera égale à (E\ sin a,) , ou égale 
à (E. sin a sin a,). 

Lorsqu'il s'agit de rayon lumineux , l'intensité I peut être représentée par un 
carré dont le côté est égal à l'unité linéaire; dès lors, l'intensité du rayon lumi- 
neux peut être prise pour unité, et (1 . sin a sin «.) exprimera l'intensité de la 
lumière observée, sur la facette de la surfiice 2 située en m , par un observateur 
dont l'œil serait placé en un point arbitraire de la droite Y ; mais les lignes qui 
représentent les sinus devront être prises dans un;cercle ayant pour rayon l'unité 
linéaire choisie pour représenter le côté du carré L 

Dès lors, puisque tous les points-facettes'^ de la courbe y ont une teinte égale et 
exprimée par : I sin a ; que tous les points-facettes de la courbe y ont une teinte 
égale et exprimée par : 1 sin a , et ainsi de suite ; il faudra chercher sur ces cour- 
besy, /, /'»•••• les points pour lesquels on aura : 

I sin a sin Oh =:r 
I sin a sin a/ = V 

sma Sina« =^1 

etc. 



^•" 
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D'où Ton tirera : 






r 1 
sin a = — . -: — 
' 1 sin s 




. . r 1 

sin oi s=: -^ . -. — . 
1 sin a 




Sin «/'—-=• . -7—7, 

I sin a" 



etc. 



On obtiendra donc les angles «„ «/, a/',.... sous lesquels Tune des facettes de y 
ou de y', ou de y",,--- doit être frappée par une drqite Y, passant par un point o 
fixe ou parallèle à une droite. A, pour que toutes ces facettes, quoique réellement 
inégalement teintées , apparaissent à l'œil situé en o ou à l'infini sur la droite A 
comme étant également teintées. 

Il sera facile, au moyen d'une construction géométrique siiQple, de trouver 
les angles a^ , «/, a/',...- ; et en effet : 

On construira un cercle J d'un rayon arbitraire p , et l'on regardera ce rayon 
comme étant Tunité linéaire. 

On prendra sur ce cercle un arc mesurant l'angle a; on construira l'angle a ; on 

prendra une ligne plus petite que p, et qui soit égale à : ? . p (p et ç étant des 
nombres entiers ; et comme Test toujours plus petit que I, ç devra être toujours 
pris plus grand que p ; en un mot ^ sera toujours une fraction , alors l'intensité I 
de lumière sera représentée par p' et l'intensité V sera représentée par: f^ . p»l\ 
La droite qui est égale à ( sin a) et la droite qui est égale à : (-. p] étant placées à 

angle droit, on construira un cercle J'qui, passant par leurs extrémités , soit tel 
que son centre se trouve situé aur la ligne qui est égale en longueur à : sin a, 
droite qui sera prolongée si la èonstruction l'exige. 

^Ce cercle coupera la ligne qui est égale à : sin a (et sur son prolongement) en 
un point , et l'on aura alors une ligne qui sera égale à : sin a. ; ou , plus sim- 
plement, on construira une ligne qui soit troisième proportionnelle entre les 

lignes (sin a ) et r^ p j et cette troisième proportionnelle sera la ligne (sin a, ). 

Portant le double de cette ligne ( sin «. ) comme corde sur le cercle J , on aura 
en la moitié de l'arc soutendu, celui qui mesure l'angle «. cherché. 
On fera de même pour obtenir les angles «/, a/'.... 
Gela fait : 

On concevra ou le cône C., dans le cas d'un point lumineux, ou le cylindre B., 
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dans le cas d'un rayùn de lumière , ayant pour directrice la courbe d'égale teinte 
réelle 7;^on construira la surface Z formée par les normales menées à la surface l 
par les divers points de y. * ^ 

Et Ton cherchera parmi toutes les génératrice» du cône C. ou du cylindre B., 
celle qui fait avec l'une des génératrices droites de la surface normale Z un angle S. 
complémentaire de l'angle a, . 

On obtiendra ainsi un point y, situé sur y. 

On fera pour la courbe / la même chose. 

Ainsi : l"" on construira la surface Z' formée par les normales à 2 et lesquelles 
passent respecti veulent par les divers points de la courbe /, et V on cherchera 
parmi les génératrices du cône G/ ou du cylindre B/ qui ont pour directrice la 
courbe y\ celle qui fait avec Tune des génératrices droites de la surface Z' un 
angle 6/ complémentaire de l'angle a/; et Ton obtiendra tin point y! situé sur y\ 
et ainsi de suite. 

Les divers points y., y!^ y/'v* formeront une courbe y, qui sera -une conrbe 

d'égale teinte apparente, et dont l'intensité sera représentée par : V=i ^ p'. 

Pour avoir une autre courbe y/ d'égale teinte apparente , on supposera que : 

Isina sîna,c=:î-^p'5=I/. 

On construira j comme on Ta fait précédemment, les angles ûç, , olI^ol", et 

ensuite on construira les points y,, y/, !//V--* ^^^ détermineront la courbe y,. 

On obtiendra de même les courbes y, correspondant à : ^, p' et y^ correspondant 

à : ^ p% et ainsi de suite. 

La solution que l'on vient de donner est générale ; elle peut s'exécuter dans 
tous les cas ; elle est longue , il est vrai , mais enfin elle ne sera jamais en défaut. 

Examinons si cette construction peut se simplifier, soit en vertu du. mode de 
génération de la surface 2, soit en vertu de certaines propriétés géométriques 
dont cette surface 1 jouira comme surface particulière. 

Nous allons prendre plusieurs exemples , et démontrer queles simplifications 
ne peuvent exister que pour la construction de la courbe y, et non pour la con- 
struction de la courbe y^. 

Premier exemple. Supposons que la surface 2 est une sphère. 

Nous pourrons considérer la sphère 2 comme une surface de révolution ayant 
pour axe de rotation son diamètre F perpendiculaire au plan horizontal. 

Nous pourrons prendre pour les courbes i, y, d^',...» lea divers cercles perpen- 
diculaires à l'axe F. 



— 1»8 — 

Dès lors f toutes les normales , à la surface sphérique 1 j menées par les divers 
points d'un parallèle 3, formeront un cône de révolution ayant la droite F pour 
axe et le centre S de la sphère 1 pour sommet. 

Si Ton suppose un point lumineux /, le cône (/, à) sera un cône oblique du 
second degré; il faudra chercher le point de d pour lequel la génératrice du cône 
( /, 3) fait avec la génératrice du cône (S, 3) un angle donné a. 

La méthode la plus courte sera d'employer une ccfurbe d'erreur^ ainsi que 
nous l'avons indiqué dans la solution générale. 

Mais si l'on suppose un faisceau lumineux L , il faudra . chercher le point de i 
pour lequel la génératrice du cylindre (L , 3) fera avec la génératrice du cône (S^ 3) 
un angle donnée. 

Dans ce cas , la méthode de la tourbe d'erreur peut être remplacée avec avan- 
tage par la construction suivante ; 

On mènera par le centre S de la sphère 1 une droite F' parallèle au foisceau 
lumineux L ; on regardera F' comme l'axe d'un cône de révolution E dont le 
demi-angle au sommet S est égal i l'angle donné a; et l'on cherchera la section 
conique e, intersection de ce cône E par le plan du parallèle 3; 3 et e se couperont 
en des points qui appartiendront à la courbe y d'égale teinte réelle et dont la 
teinte en chacun de ses points sera exprimée par : I sin u. 

On pourrait encore couper les cônes de révolution E et (S , 3) par la sphère 2 ; 
ie cône E serait coupé suivaùt suivant un cercle fx et le cône (S, 3) suivant le 
cercle 3; les deux cercles fi et 3 se couperont en deux points qui appartiendront 
à la courbe y. 

Les courbes d'égale teinte réelle 7, y\ y"',.... étant déterminées sur la sphère 2 
soit dans le cas d'un point lumineux l, soit dans le cas d'un faisceau lumineux L, 
cherchons les courbes d'égale teinte apparenteTy., y', y/^.... soit dans le cas ou 
l'œil du spectateur est situé en un point 0, soit lorsqu'il est placé à l'infini sur 
une droite donnée A. 

Les normales à la sphère 2 menées par les divers points de la courbe y forme- 
ront un cône ayant son sommet au point S centre de la sphère. 

Il faudra donc chercher sur y le pqint pour lequel la génératrice du cône (S , y) 
fait avec la génératrice du cône(o, y) un angle a, satisfaisant à la condition: 

sma sma,= ~p\ 

Ce point s'obtiendra plus promptement par l'emploi d'une amrbe d'erreur 
que par toutes autres constructions. . 

Ou bien il faudra chercher sur y le point pour lequel la génératrice du 



cône ( S, y ) foit avec le cylindre ( A , y ) un angle «. satisfeisani à la condition : 

. • P' . 

sui « sin «,= — p . 

Dans ce cas, on pourra employer ou une courbe d'erreur ou la construction sui- 
vante : par le point S on mènera une droite A' parallèle à A ; on regardera ia 
droite A^ comme Taxe d'un cône de révolution E'dont k demi angle au sommet 
est égal à Tangle a, et dont le sommet est en S ; et l'on cherchera les 'génératrices 
d'intersection des deux cônes (S, y) et E^, ces deux cônes ayant même sommet S. 

Ces génératrices couperont y en des points qui appartiendront à la courbe 
d'égale teinte apparente y,. . 

Or, pour chercher l'intersection des deux cônes (&, y) et E', il est évident.qu'il 
suffît de chercher l'intersecticîn du cône E' et de la courbe y; par conséquent, il 
faut chercher la projection verticale de la courbe l intersection du cône £' et 
du cylindre «projetant horizontalement la courbe y. E( comme Ton connaît les 
projections y'^ et y" de la courbe y ( car je suppose que le lecteur exécute les con- 
structions graphiques à mesure qu'elles sont indiquées dans l'espace ) , on voit 
que Ton aura à construire les projections l^ et |^ de la courbe l , intersection du 
cône E' et du cylindre vertical ayant y* pour section droite et en même temps 
pour trace sur le plan horizontal. 

( ^ ne sera évidemment autre que y*. ) 

Ayant construit Xy cette courbe coupera y"" en des points qui seront les pro- 
jections verticales de points appartenant à la courbe y,. 

A(ais bien considéré, n'est-il pas évident que la construction de la courbe 
d'erreng^ sera moins longue que la construction de la courbe 4^. 

Deuxième exemple. Prenons pour second exemple une surface 2 de révolution , 
dont l'axe est perpendiculaire au plan horizontal. 

Il n'y aura d'autre différence , dans le cas où Ton a une surface de révolution 
au lieu d'une sphère, que ceci, savoir : que la surface formée par les normales 
menées par les divers points de la courbe y , ne sera plus un cône, mais une 
surface gauche. 

L'emploi des courbes d'erreur sera donc dans ce cas préférable à toute autre 
construction pour déterminer les points de la courbe y.. 

Troisième exempte. Prenons pour troisième exemple une surface .coiti^u^. 

Nous pourrons prendre les diverses génératrices droites de la surface conique 
pour les courbes d, i', i'.,. 

Des lors , la surface formée par les normales, menées par 1^ divers points de 
la génératrice d, sera un plan. 
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Il est bien évident que si la surface est éclairée par un point lumineux /, les 
diverses droites partant du point / pour aller s'appuyer sur la génératrice d , for- 
meront un plan ; et ces diverses droites feront chacune un angle différent avec 
le plan tangent mené au cône le long de la génératrice 9. 

Par conséquent , la courbe d*égale teinte réelle y sera une courbe dans le cas 
d'un point lumineux. ^ 

Mais si le cône est écjairé par un faisceau lumineux L^ alors toutes les droites 
parallèles à L feront un même angle avec le plan tangent mené le long de la gé- 
nératrice d; par conséquent^ la courbe d'égale teinte réelle y sera une généra- 
trice droite du cône donnée dans le cas d'un faisceau lumineux. 

Par les^èmes raisons : lorsque l'œil du spectateur sera placé en un point o de 

l'espace, les courbes d'égale teinte apparente y,, y/, y." seront des courbes, 

que le cône sort éclairé par un point lumineux ou par un fai&ceau lumineux. 

Par les ifièmes raisons : lorsque l'œil du spectateur sera placé i Tinfini sur 

une droite A, lés courbes d'égale teinte apparente y,, y/, seront des courbes 

dans le cas d'un point lumineux , et des génératrices droites du cône dans le cas 
d'un faisceau lumineux. 

Les mêmes résultats existeront pour une surface cylindrique et pour une sur- 
face dévebppable générale. 

D'ailleurs, lorsque y et y, seront des courbes , leur construction sera plus 
prompte par l'emploi des courbes d erreur que par toute autre construction, au moins 
pour la courbe y,. 

Et quelle que soit la* surface 2, la construction des courbes d'égale teinte 

apparente y,, y/, y/' sera toujours plus prompte par l'emploi des wurben 

d'erreur y parce que la surface formée par les normales menées à cette surface 1 

par les divers points des lignes y ou y ou y" (courbes d'égale teinte réelle), 

sera toujours une surface gauche; lorsque ces lignes y, y\ y"... seront des 
courbes ; excepté dajis le cas où la surface 2 serait une sphère , auquel cas , 
la surface des normales sera un cône ayant son sommet au centre de la 
sphère. 

Problème 4. ÊUml donnée une surface conique du deuxième degré par les projections 
s* et s^ de son sommet s , et par sa trace ou base B sur le plan horizontal , construire 
l'axe A de cette surface. 

On sait qu'une surface conique du second ordre a toujours un axe A , appe- 
lant axe la droite qui, passant par le sommet, jouit de la propriété suivante, 
savoir : t 

Que si par cette droite A on fait passer une série de plans P, P', P" , 
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chacun de ces plans coupe le cône suivant deux génératrices , dont l'angle est 
divisé en deux parties égales par cette même droite A. 

On sait aussi que Tangle des deux génératrices que Ton doit considérer dans 
ce cas est celui qui est formé par les parties des génératrices formant une même 
nappe de la surface conique. 

Et Ton sait que si Ton considérait les parties des génératrices qui se trouvent 
appartenir à des nappes différentes, on aurait un plan qui, passant par le sommet, 
serait perpendiculaire' à l'axe A^ et serait un plan diamétral principal divisant en 
deux parties égales toutes les cordes parallèles à l'axe A. 

Nous devons donc supposer que la courbe B est une ellipse ou une parabole , 
pour qiiela construction de Taxe A puisse s'exécuter. 

Pour déterminer l'axe A, nous ferons la construction suivante : 

Par le sommet S , nous mènerons une droite D arbitraire, mais telle qu'elle 
perce le plan horizontal en un point d , extérieur à la section conique B. 

Par la droite D, nous mènerons une suite de plans R, R^, R^'....., chacun 
d'eux coupera la surface conique suivant deux génératrices droites ; nous 
diviserons l'angle des deux génératrices en deux parties égales par une droite qui 
percera le plan horizontal en un point x. 

On obtiendra ainsi une sufte de points x qui détermineront une courbe X , 
laquelle coupera la courbe B aux points de contact des tangentes à cette même 
courbe B^ menées par le point d. 

Par le sommet S , ^n mènera une seconde droite D, qui percera le plan hori- 
zontal en un point d, , extérieur à B. 

Par D„ on fera passer une suite de plans Q , Q', Q" , et chacun d'eux cou- 
pera le cône suivant deux génératrices, la droite qui divisera leur angle en deux 
parties égales , percera le plan horizontal en un pointj^. 

Tous les points y détermineront une courbe Y, qui coupera la courbe B en les 
points de contact des tangentes menées par le point d^ à cette courbé B. 

Les deux courbes X et Y se couperont évidemment en un point o situé dans 
l'intérieur de la courbe B, et ces deux courbes X et Y se couperont toujours en 
un point , et en seul point intérieur à la courbe B. 

Ce point o sera la trace horizontale d^ Taxe A cherché. 

Les courbes X et Y peuvent servir à démontrer l'existence, de l'axe A dans les 
surfaces coniques du deuxième degré ; et par suite , l'existence de l'axe A étant 
démontrée, on peut reconnaître qu'un cône du second ordre peut toiqoursètre 
coupé par deux plans de direction opposée , suivant des cercles , ou , en d'autres 
termes, on peut démontrer l'exUience dei secikm$ ârcttlaireê dans le cône du 
deuxième degré. 
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Et en effet : 

La coDstructioD des courbes d'erreur X et Y indique, d'une manière cer- 
taine, que fes arcs de ces courbes, compris dans l'intérieur de la' courbe B, se 
coupent toujours en un point , et en un seul point o. 

Si Ton mène les deux droites od et od, , elles couperont la courbe B, la pre- 
mière en deux points, p et 9, et la seconde en deux points , p, et 9,. 

La droite (oS) divisera en deux parties égales l'angle des droites (Sp) et {Sq)\ la 
même droite (oS) divisera aussi en deux parties égales l'angle des droites (Sp.) 
et (S9,), et cela est évident, en vertu du mode de construction des courbes 
X et Y. 

Si l'on mène un plan Z perpendiculaire à la droite (oS), ce p)an coupera celte 
droite (oS) en un point o\ et les quatre génératrices (Sp) , (S9), (Sp,) , (Sf ,) , du 
cône, ea quatre points p,,f,, p/, 9/, lesquels forineront un parallélogramme dont 
les diagonales se croisent au point q. 

Le plan Z coupera le cône (S, B) suivant une section conique B', qui passera 
par ces quatre point)»; cette section conique ne pourra évidemment être autre 
qu'une ellipse, parce que le plan Z coupe une seule nappe de la surface conique , 
et le centre de cette courbe B' ne sera autre que le point o\ puisque les points p., 
9o p/9 9/9 ^^^ '^ sommets d'un parallélogramme inscrit. 

m 

Si donc Ton prend sur la courbe B^ un point /, et que par ce point r et le 
centre o on fasse passer une droite K'^ cette droite coupera la courbe B' en 
un second point r/, et la corde rV/ sera divisée en deux parties égales par le 
point 0'^ 

La droite (oo'S) divisera donc en deux parties égales Tangle des génératrices 

(SrO et (Sr/). 

Par conséquent , la droite (oS) n'est autre qu'un axe A par rapport à la surface 
conique proposée. 

Ainsi se trouve démontrée l'existence de l'axe A pour les surfaces coniques 
du second degré. 

Maintenant si l'on conçoit le grand axe A de l'ellipse B', tout plan passant par 
'cel axe coupera le cône suivant une ellipse ayant pour axe cette droite R , Tautre 
axe R' étant dans un plan passant par le sommet S et par le petit axe de B'. Si 
donc du centre V^ avec un rayon , égale à la moitié de l'axe R , on coupe la géné- 
ratrice passant* par rextrémilé dn petit axe de B', on obtiendra deux points , 
lesqueb, avec J'axe R, détermineront deux plans coupant le cône suivant deux 
cercles. 
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Par ce qm préoëde, on voit cpie les courbes d'erreur |)euveDt uon-seuleaieiiC 
être employées comme moyen de construction , mais encore, dans certains cas, 
comme mode de démonstration. 



CHAPJTRE IV. 

PROBLÈMES d'ombres DU GENI\^ DES ÉCLIPSES. 

Problème i . Construire les ombres portées successivement par la lune sur la terre 
pendant les éclipses de soleil. 

Soient données trois sphères {fig. 62) : S. du rayon R (soleil), T du rayon r 
(terre) , L du rayon p (lune) ; en unissant deux à deux les centres S , T et L de 
ces corps , on forme un triangle SML, dans lequel je suppose que l'on connaisse 
les deux côtés ST = D, et LT=A, et l'angle LTS=ia. 

On pourra 9 dès lors, calculer, par les formules de la trigonométrie plane ^ le 
troisième côté SL=:c( et les deux angles LST = 6 et SLT = y. 

Cela posé : 

Je suppose que Ton enveloppe les deux sphères S et h par deux cônes ayant 
pour axecommun la droite SL et leurs sommets situés, l'un extérieur en Y, l'autre 
intérieur en V, et que Ton cherche la courbe-^interseclion du cône V, et ensuite 
du cône Y avec la sphère T (i). 

Ces deux courbes se projetteront sur le plan du triangle STL suivant des arcs 
de sections coniques. 

Si les trois corps S, T et L étaient à des distances assez petites les uns des 
autres, et si leurs rayons n'étaient pas très-différents de grandeur. entre eux, de 
manière que l'on pût tracer l'épure sur une feuille de papier, on emploierait avec 
avantage les méthodes graphiques de la géométrie descriptive. 

Mais , dans le problème qui nous occupe , si les centres des trois corps sont trop 
éloignés les uns des autres pour que l'on puisse construire l'épure à une 
échelle assez grande pour permettre d'obtenir des résultats graphiques d'une 
approximation su£Bsante, et si, d'ailleurs, la différence qui existe entre les rayons 



(1) Dërignant cliaeim des deux ctoes par la lettre de son sommer, ainsi que nous désignons «kacune 
des trois sphères par la lettre de son centre. 



* 
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des trois corps est trës-considéraUe , les constructions graphiques seront impos- 
sibles. 

Dès lors , on est conduit forcément à chercher ( lorsque ces cas se présen- 
teront ) les équations des cônes V et Y y et d'en conclure les équations des 'sec- 
tions coniques projections de leurs courbes* d'intersection avec la sphère T. Et 
ensuite , au moyen des équations de ces courbes , on pourra les tracer par points 
sur Ri sphère T. 

Par cette méthode mixte , on est conduit à exécuter toutes les opérations gra- 
phiques sur une seule sphère; et dès lors , si toutefois les résultats de ces construc- 
tions n'ofTrent pas encore une approximation suffisante sous le point de vue 
astronomique j au moins les constructions graphiques devenant possibles, on peut 
les indiquer comme application (sinon utile, au moins de quelque intérêt) des 
méthodes graphiques de la géométrie descriptive. 

Les deux triangles semblables SRV et LpY rectangles en R et p donnent : 



R-p 

Les deux triangles semblables SR'V et Lp'V rectangles en R' et p, donnent : 

V'S= ^ 



R+P 



Calculons maintenant la tangente de l'angle que la droite YR fait avec la droite 
SL , on aura : 

Ungt=:^ VR=|j^V/(P-(R-p)' 



D'où 



tangf = 



R-p 



donc 



l/<f_(R_p)' 



(., o..., = t<^ ,., «»=iî=tl" 



On trouvera de même pour l'angle <f que la droite \'R' fait avec la droite SL : 

Dou 

Joignons le point V avec le point T, et supposons que la droite ST soit prise 
pour axe des x et le point T pour origine des coordonnées. 



-Tl 



J 



iCS: 
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Dans le triangle SVT on eonnatt les deux côtés ST et S V et l'angle compris 6 , on 
pourra donc calculer l'angle VTS que je désigne par e ; et par suite obtenir les 
\aleurs des coordonnées rectangulaires du point V, lesquels seront : 



/==TV.sine et x"==:TV.cos9 



Et comme 



TV= 



Sy.sing 
sinO 



on a 



(c) y"=^.8m6 et [d) a/'= «•^•«'^€ 



R- 



(R — p) tango 



Pour le point y', en désignant l'angle V'TS par 6\ on aura : 



, , ^,, Rif . sin 6 R /i ain et 

(c') Y"=-5-; et {d!) X"= "•»-**'^^ 



R+p 



(R-I-P) tango' 



Cherchons maintenant les coordonnées rectangulaires du point L. 
On a: 

(e) y=Asina et (/) a:=Acos« 
Les équations de la droite SL, axe commun aux deux cônes, seront : 



z=0 

Les équations d'une droite B passant par le point V et non située dans le plan 
du triangle STL seront : 



et 






(1) 

(2) 



L'angle ^ des deux droites B et SL a pour l'expression de son comrns 



OOSf 2= 



»»(»'-»") + («'-«'') 



l/m*+n'+l\/'(y'— y")*+(a:'— «")' 



(3) 



Supposant que la droite B tourne autour de l'axe SV en faisant un angle con- 
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slant f, et dès lors éliminanl m et n entre ieséqaatioBS (1, 3, 3), on ttura pour 
l'équation du cône ayant son sommet en V : 

Combinant réquation (4) avec celle de la sphère T, qui sera : 

x'+y'+z':=r (5) 

on aura l'équation de la section conique, projection sur le plan TSL de la courbe 
à double courbure intersection du cône V avec la sphère T. 

Cette équation s'obtiendra en éliminant z entre les équations (4) et (5), et sera : 

(»-»") (»*—»")+ {x-jT) (x—x") 

et en réduisant 

(y - y") (y-y") + (g- a/') {af—af') 

cosç = — — 

Vy"+a^''—2yy"—ixx"-i-rV (y"— y")*+ (x'—af')' 

chassant le dénominateur, élevant au carré et réduisant, on obtiendra : 

ABC 

y'(y'— y'T+îa^yly'— y'OCa/— ar")-fa:'(x'-a;'')' 

+ Sy»-' { iaf—af')' cos* <p— (y'- y")* sin' ^ } - a^y" (y- —y") (a/ - x")\ 

+2a:x"{(y'-y7cos>-(x'-rTsin>}-ya/'(y'-y"){a^-ar"}) =0 (6) 
+ y*" {(y— y")*sin'<p — (a/— a:")'co«>j 

+ X'" {(a/-a/')'«n'<p-(y'— y")'oo8>} 

-f-(y'V-r'o«r«)(y'— /){«'— jt") 

Cette équation sera toujours celle d'une paraboie , puisque la condition 
B'— 4AG=0 se trouve satisfaite quelles que soient les valeurs des coordonnées 
yyXyy ,x . 

On substituera dans Téquation (6) à la place de x, y\ a!\ y\ cos.^ ç, sin.'ç, 
leurs valeurs données par les équations (a, 6, c, rf, e,/), et l'on pourra construire 
par points la parabole représentée par cette équation finale : 

Supposons maintenant {fig 63.) que le centre de la sphère L se meuve sur 
un cercle C ayant son centre en T, et dont le plan fait, avec un certain plan P fixe 
et passant par la droite ST, un angle connu A. 

Sui^fions encore que le plan du cercle C coupe le plan fixe P suivant la 
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droite MN', et que Too connaièae Taagle fi que les droites NN' et ST font entre 

elles. 

Supposons enfin que la sphère L soit arrivée en la position L, telle que la 
droite LT fasse^avec NT un angle e. 

On pourra, au moyen des formules connues de la trigonométrie spbèrique, 
calculer Fangle a (que b droite LT Eût avec la droite TS ) en fonction de l'angle e. 

Il sera donc facile d'avoir l'angleg (fig. 62) en fonction de l'angle t, et d'avoir 
aussi en fonction de e la distance variable SL ou celle qui, à chaque instant, 
existera entre les centres des deux corps S et L, pendant que le centre du corps T 
parcourt le cercle G . 

On pourra aussi , au moyen des formules connues de la trigonométrie 
sphérique, calculer l'angle E que le plan LTS (que je désignerai par Z) fait avec 
le plan fixe P, et obtenir cet angle aussi en fonction de e. 

Ainsi : 

1*" Au moyen de la formule de trigonométrie sphérique : 

eoS(x=:cos ecoSfi + sinesinjijLCOsA (7) 

on calculera l'angle a* 

2^ Au moyen de la formule de trigonométrie sphérique : 

. „ sÎDA.sint 
sinE = : (8) 

on calculera l'angle £. 

3* Au moyen des formules de la trigonométrie plane qui servent à résoudre le 
cas où l'on connaît deux côtés et l'angle compris > on calculera la distance d 
entre les centres des deux corps S et L, et les angles 6, 9 et 9'. 

Dés lors pour les valeurs diverses de l'angle e, savoir : e , s", e\ etc., on obtien- 
dra les quantités correspondantes, savoir : 

(«, E, d, 6, 9 et /) , {a, E', (ty r, 9/ et 9/), {a\ E'\ d\ 6'', 9. et 9/), etc. (9) . 

On substituera ces valeurs dans les équations (a, b, c, (/, a, y), et on aura les 
valeurs correspondantes : 

cos'ç, sin>, f,af\ jf, x*, — cos^., sin'y., y,\ x,\ y/, x/,- cos>, , sin^., y.", x:\ yj, x/, - etc, 

queronsubstitueradan8réqualion(6)^tronobtiendra8urle8plansZ, Z\ Z", etc., 
les paraboles^ projections des courbes d'intersection des cônes extérieurs 
V, V„ V„ etc., avecla sphère T. 
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En substituant les groupes de valeurs (9) dans les équations (a', b\ c', d', e,/) 
on obtiendra les valeurs correspondanles (cos' 9', sin' 9', 1/", x\ J/', Jc ) > elc. , qui , 
substituées dans Téquation (6) donneront sur les mêmes pians 9 Z , Z", Z'^ etc. , 
les projections des courbes d'intersection des cônes intérieurs \\ V,^, V/, etc., avec 
la même sphère T. 

Supposons maintenant, fig. 64, que le centre de la sphère T se meut sur un 
cercle Q situé sur le plan P, et ayant son centre en S, et que le corps T emporte 
avec lui le cercle Cet le corps L, de telle manière que pendant le mouvement, le 
plan du cercle G reste parallèle à lui-même. 

Supposons aussi que le corps T décrit un angle Ç autour du centre fixe S, 
pendant le temps employé par le corps L à décrire un angle e autour de centre 
mobile T (la relation qui doit exister entre les angles l et e, étant d'ailleurs 
supposée connue ). 

Au lieu de supposer que le corps T parcourt le cercle Q, on pourra supposer 
que le corps T reste fixe et que le corps S décrive en sens inverse un cercle Q', 
dont le centre serait celui du corps T; de sorte que le corps T étant, d'après la 
première hypothèse, transporté en T^ après avoir décrit un angle ^, on pourra 
supposer qu'il soit resté en T, et que le corps S se trouve transporté en S' ayant 
décrit ce même angle l. 

Dans cet éiat de choses, on voit que Ton aura à calculer comme dans le cas 
de layi^. 63, Tangle a et l'angle E, et qu'ensuite, au moyen de ces angles et de 
Tangle ^, il faudra calculer l'angle a^ c'est-à-dire l'angle que la droite LT fait 
avec S'T. Ce que Ton fera très-facilement au moyen des formules qui donnent 
Tangle plan lorsque que Ton connaît , daris une pyramide triangulaire , deux 
angles plans et l'angle dièdre compris. 

De sorte que pour chaque valeur que l'on donnera à Tangle e, on aura la valeur 
correspondante de l puisque l'on sait que ^=/(e), on aura aussi l'angle a ainsi 
qu'on l'a dit dessus, l'on pourra dès lors calculer toutes les autres quantités d, 
6, 9 et 6' correspondant à chaque valeur de « et l'on pourra effectuer les substi- 
tutions précédemment indiquées et obtenir enfin l'équation de la parabole qui 
correspond à chaque valeur attribuée à «. 

Construisons maintenant sur la sphère T les diverses courbes qui représentent 
les ombres portées successivement par le corps L en supposant que le corps L est 
opaque et que le corps S soit lumineux. 

Ayant tracé {fig. 65) un cercle C avec le rayon r, on mènera parle centre T une 
suite de droites a'b\cl'b'\ etc., faisant avec tt^ les angles calculés (, (', ^', etc., et 
correspondant aux valeurs e, ty t\ etc. 

On regardera chacune des lignes ab , a'b\ a"b'\ etc., comme un axe des x par 
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report auquel on devra construire les paraboles X, \\ X\ elc*, le point T étant 
Forigine des coordonnées pour les divers axes des x. 

On tracera les papatx>les X , X', X^', etc. 

Toutes ces paraboles sont supposées rabattues sur un même plan , chacun de 
leurs plans ayant tourné respectivement autour des droites aby a'b'y etc. 

On se rappelle d'ailleurs que le plan de la courbe X fait , avec le plan fixe P sur 
lequel celte courbe est rabattue, un angle calculé E; que pour le plan de la courbe 
X' Tangle est E', etc. 

Dès lors (ayant mené une droite oj^ perpendiculaire à ab et une droite a% faisant 
avec ay un angle E) si du point a comme centre, on décrit un cercle avec le rayon r, 
on aura une épure dont ay sera la ligne de terre; az et ab étant les traces du plan Z, 
qui contient la parabole X rabattue sur le plan boriaontaL 

Il faudra donc passer du rabattement de la courbe Xà ses projections. 

Pour cela la droite A perpendiculaire à a6 et le cercle B , seront les pro- 
jections d'une section circulaire de la sphère T, et cette section contiendra deux 
points de la courbe cherchée et tous les deux rabattus en un seul et même 
point m. 

On projettera le point m en it, on ramènera le point n en g, on tracera la droite 
pgq perpendiculaire à la droite az] les points peiq seront les projections verti- 
cales des points rabattus en mj et le point P «sera la projection horizontale d'un 
des points. 

Dès lors, les courbes telles que X., X/, X/', etc., seront les projections hori- 
zontales des courbes, intersections des cônes ea:l^rteur9 ou intérieurs avec la 
sphère T, ou les projections horizontales des ombres portées sur la terre T et suc- 
cessivement par la lune L, supposée avoir décrit dans son orbite les angles suc- 
cessifs t, t\ t\ etc. 

Jusqu'à présent nous n'avons pas tenu compte du mouvement diurne de la 
terre autour de son axe. Pour y avoir égard, il faudra connaître l'angle que l'axe 
delà terre fait avec le plan fixe P ou le plan de l'écliptique et i angle que la pro- 
jection de cet axe sur ce plan P fait avec la droite NIN' ou la ligne des nœuds de la 
lune. 

On pourra dès lors mener par le point T (/i^. 65) un plan perpendiculaire à 
Taxe de la terre, et projeter sur ce plan les courbes X,^ X/, X/', etc., et les 
courbes X,, X.'^ X/', etc. ( qui s'obtiendront de la même manière que les courbes 
X,| X/, X/'). Gela fait, il faudra déterminer l'heure à laquelle la lune passe au 
nœud ascendant N' et le inéridien terrestre correspondant à ce nœud N', au mo- 
ment du passage delà lune. 

Supposez Tanglee égal zéro, à cet instant, etl'on obtiendra la courbe X projetée en 

27 
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X., puis en X., et l'on connaîtra la position du méridien terrestre, passant par le 
nœud N', par rapport à cette courbe X,. 

Supposant ensuite q.ue e est égal à + 4%- ou à + 2% ou à- + 3% ou à + 4% 
ou à + 5% etc. , ou égal à — 4% ou à — 2% ou à — 3% etc. ; on aura les 
positions de la lune après ou avant le nœud N, c'est-à-dire au dessus ou au des- 
sous du plan P de Técliptique. 

On obtiendra les diverses courbes, teHes que X„ projetée en X/, puis en X,'. 

Mais, comme pendant que la lune a parcouru dans son orbite l'angle e, la 
terre a tourné sur son axe d'un angle h (et l'on connaît la relation existant en k 
et e) ; la courbe X, n'est pas placée, par rapport au méridien terrestre correspon- 
dant au point N', comme elle doit l'être , il fout que celte courbe tourne autour 
du centre de la projection, en décrivant un angle précisément égal à A, de gauche 
à droite si e est positif, de droite à gauche si eest négatif, et arrive eu la position X/. 

Il sera donc facile d'avoir sur cette dernière projection, exécutée sur le plan 
perpendiculaire à l'axe de la terre, les projections des ombres portées par la lune, 
en tenant compte des trois mouvements l"* de la lune dans son orbite, 2"* de la 
terre dans son orbite, et 3"" de la terre autour de son axe, et de placer les divers 
lieux terrestres sur cette projection, puisque l'on connaît la position occupée par 
l'un des méridiens, par rapport à f une des ombres portées. 

Si l'on trace des courbes tangentes, l'une en dessus et l'autre en dessous, aux 
diverses courbes X3, X,', X{\ etc., on déterminera la zone terrestre pour laquelle 
l'éclipsé de soleil aura lieu, etc. 

Problème 2. Déterminer C heure des phases de l'éclipsé de soleil pour un lieu donné 
sur la terre. 

Supposons le soleil en S {Jig. 66 ) et la terre en T ; imaginons que le cercle 
G^ soit l'orbite de la lune , le cercle G étant l'orbite de la terre. Menons par le 
centre de la terre les trois axes : i° A, axe de la terre; 2*" L, axe de l'orbite de la 
lune; S"" E, perpendiculaire au plan de l'orbite de la terre. 

La lune se meut dans son orbite dans le sens de la flèche yx ; la terre se meut 
dans son orbite dans le sens de la flèche 19 ; et de plus, la terre tourne autour 
de son axe A dans le sens de la flèche nv , c'est-à-dire dans le sens yx du mouve- 
ment que la lune prend dans son orbite. 

Supposons que la terre reste immobile en sa position T , il faudra dès brs 
supposer que la lune est douée de trois mouvements, savoir : 

4*" De son molivement orbitaire autour de l'axe L, de sorte que la supposant 
à l'origine du mouvement en la position 9t, elle arrive en n' après avofr décrit un 
angle 9 dans son orbite. 
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%*" Du fliouvement de là terre autour de l'axe A , mais en sens inverse ; de sorte 
qu'arrivée en n% elle viendra en a y ayant décrit autour de l'axe A Tangle apn 

( vitesse angulaire de la terre autour de son axe A , cet angle apn correspondant 
à l'angle 9 ). 

S"" Du mouvement de la terre dans son orbite, mais aussi en sens inverse, de 
sorte qu'arrivée en a elle viendra en /, ayant décrit autour de l'axe Ë l'angle agi 

( vitesse angulaire de la terre dans son orbite , cet angle agi correspondant à 
l'angle f ). 

Tous les points tels que / détermineront une courbe X| qui sera la courbe par- 
courue par le centre delà lune, la terre étant supposée immobile. (Tous les points 
tels que a détermineront une courbe }! , qui différera très-peu de la courbe X 
lorsque l'on construira graphiquement ces deux courbes, car l'échelle, quelle que 
grande qu'pn la prenne, sera toujours trop petite , vu les dimensions du système 
solaire , pour que les courbes X et X' soient séparées l'une de l'autre d'une manière 
très-sensible sur une épure.) 

Maintenant concevons (fig. 67) un point m sur la terre ; si l'on regarde ce point 
comme le sommet d'un cône S^tangent au soleil, et qu'ensuite on supposedeux cônes 
V et V^ qui soient parallèles à ce cône S et tangents , le premier a une sphère d'un 
rayon égal à la somme des rayons du soleil et de la lune , et le second a une sphère 
d'un rayon égal à la différence des rayons du soleil et de la lune ( ces deux sphè- 
res étant d'ailleurs concentriques au soleil ), et que l'on détermine les points de 
rencontre de la courbe X avec l'un et l'autre de ces deux cônes; désignant par t 
et ^ les points en lesquels le cône V est percé par la Courbe X et par q et (f ceux 
en lesquels le cône y' est percé par la même courbe , il est évident que : 

i"* Les points t et i' seront ceux en lesquels le centre de la lune sera placé, au 
moment où l'on verra du point m situé sur la terre, la lune entrer dans le cône 
de lumière formé par les rayons solaires rasant la terre, ou sortir de ce cône 
de lumière ; 

2^ Les points q ei q' en lesquels le centre de la lune sera placé seront , l'un 
celui pour lequel on verra (du point m)le bord extérieur de la lune toucher le con- 
tour du soleil^ la lune étant entrée complètement dans le cône de lumière, et 
l'autre celui pour lequel le même phénomène aura lieu, la lune étant sur le point 
de sortir du cône de lumière. 

Il est encore évident que si, joignant le point m et le centre du soleil par une 
droite D, il arrive que cette droite s'appuie sur la courbe X en un point p; ce 
point sera le centre de la lune lorsque l'éclipsé centrale aura lieu. Si la droite D 
ne s'appuie pas sur la courbe X , l'éclipsé centrale ne pourra avoir lieu pour le 
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poiDf m. De sorte que si Ton regarde le centre du soleil comme le sommet d*un 
cône ayant pour directrice la courbe X, ce côue^ coupera la terre suivant une 
courbe |, qui déterminera les divers points de la terre, pour lesquelles le phé- 
nomène de l'éclipsé centrale aura lieu. 

Il est encore évident : 

l*" Que si Ton prend sur la courbe 3l un point x^ et qu'on le regarde comme te 
sommet d'un cône tangent au soleil, ce cône coupera la terre suivant une courbe 
qui passera par les divers lieux terrestres quf verront au même instant C éclipse 
centrale. 

2" Que si le point x est regardé comme le sommet d'un cône tangent à Tune des 
deux i^pbères concentriques au soleil et désignées précédemment , ce cône coupera 
la terre suivant une courbe pour les divers points de laquelle le même phéno- 
mène aura lieu au même instaat, savoir : la lune rasant le bord du soleil , cette 
planète étant intérieure ou extérieure par rapport au disque solaire. 

3"" Que si Ton fait rouler un plan : 1° sur la courbe \ et sur le soleil , 2'' et 3* sur 
la courbe X et sur Tune des deux sphères dont le rayon est égal à celui du soleil, 
augmenté pour la première sphère et diminué pour la seconde sphère du rayon de 
la lune, on déterminera trois surfaces développables , qui couperont la terre sui- 
vant trois courbes, dont la première passera par les lieux terrestres qui verront, 
les uns après les autres, le centre de la lune passer sur le contour solaire , dont 
les deux autres passeront par les divers lieux qui verront aussi , les uns après 
les autres , la lune toucher le bord intérieur ou extérieur du soleil ; et tous les 
lieux terrestres autres que ceux situés sur ces courbes ne verront pas, le jour 
de Téclipse, les phases particulières dont nous venons de parler. 

4"* Si l'on suppose un anneau ou surface canale engendrée par la lune dont le 
centre parcoure la courbe X, et que l'on suppose un plan roulant en même temps 
sur le soleil et sur l'anneau et intérieurement à ces deux surfaces, on aura une 
surface développable qui coupera la terre suivant deux courbes , qui renferme- 
ront la zone terrestre pour laquelle l'éclipsé pourra avoir lieu. Placé sur les points 
de ces deux courbes extrêmes ou limites, on verra la lune s'approcher du so- 
leil, et raser seulement son contour. 

En supposant {fig. 67) q^ue l'on connaisse Theure à laquelle la lune passe au 
nœud ascendant N' et le méridien terrestre correspondant à ce nœud au moment 
du passage de la lune, on voit de suite que lorsque la lune sera en un point i de la 
courbe X , il faudra par le point t faire passer un cercle perpendiculaire à l'axe E, 
lequel viendra couper en iMa courbe X', lieu des points a\ puis du point t\ dé- 
crire un cercle perpendiculaire à Taxe Â , lequel viendra couper l'orbite lunaire 
Ç! en 1^, et l'arc cV donnera le temps écoulé depuis le passage au nœud N jusqu'au 
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moinenl de la phase du phénomène arrivé lorsque le eentre de la lune était en t 
sur la courbe X. 

Car le nombre de degrés compris dans Tare t'i'' sera à 360% comme le temps 
écoulé jusqu'à la phase , est à 24 heures. 

Ayant le temps écoulé jusqu'au moment de la phase^ on l'ajoutera ou on le 
retranchera de l'heure trouvée pour le nœud N^ (suivant que la lune supposée en 
isera au-dessus ou au-dessous du nœud ^'), et Ton aura l'heure de la phase. 

Si l'on pouvait exécuter l'épure à une échelle assez grande pour que les deux 
courbes X et ï! fussent très-distinctes, la géométrie descriptive conduirait à une 
solution complète du problème et avec une exactitude très-suffisante , puisque 
iS"* de l'arc tel que ^tf' valent une heure de temps. 

Les constructions graphiques ne pouvant être admises , vu l'échelle à laquelle 
on est obligé forcément de réduire l'épure, dès lors on est obligé de recourir au 
calcul comme pour le problème précédent. 

Comme les méthodes géométriques employées enastronomie sont bien préférables 
à celle que je vais exposer et qu'elles sont véritablement les seules applicables aux 
calculs des éclipses, pour simplifier le problème puisque je ne me propose de le 
considérer que comme un exercice^ je supposerai que la- lune ne prend autour de 
la terre que le mouvement qui lui appartient dans son orbite, et je ne considére- 
rai que le mouvement de la terre autour de son axe, négligeant le mouvement de 
la terre autour du soleil ; car, les calculs se compliquent beaucoup lorsque Ton veut 
tenir compte du troisième mouvement. D'ailleurs|e n'ai d'autre but, je le répète, 
en écrivant ce chapitre, que de présenter quelques* applications simultanées de 
la géométrie descriptive et de C analyse appliquée à la géométrie à trois dimensions. 

Nous prendrons pour plan horizontal, ou des xy^ le plan de l'équateur de la 
terre et pour plan vertical , ou des yz , le plan perpendiculaire à la droite des 
nœuds de la lune et passant par le centre de la terre. 

L'orbite de la lune se projettera donc sur le plan vertical, suivant une droite 
9 V(/i9.68) faisant avec la ligne de terre ou l'axe des j/ (ou le plan de l'équateur) , 
un angle B, et sur le plan horizontal, suivant une ellipse dont les axes seront a 
et : a . cos B (désignant par a la distance de la lune à la terre au Jour de l'éclipsé , et 
suppo9antque la lune décrit, pendant l'éclipsé, un cercle autour de la terre). 

Pour le jour de l'éclipsé, on connaîtra la distance D du soleil à la terre, et 
Tangle que la- ligne des nœuds fait avec la droite D ; on pourra donc avoir les 
équations 2/ =pa^ et z^rq^rde ladroiteDet,par suite, les cosinus des angles a, 6, y 
que cette droite D fait avec les plans coordonnés, et aussi les coordonnés x\ y\ z 
du centre du soleil en fonction dep, q et de l'angle B. 

Prenant un point m sur la terre, il sera facile d'avoir les coordonnées rectangu- 
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laires X, Y, Z, en fonction de sa latitude, de sa longitude et du rayon r de la 
terre; on aura donc les équations : 

de la droite H, qui unit le point m elle centre du soleil. 
Toute droite passant par le point m et tangente au soleil, dont le rayon est R, 

fera, avec la droite H , un angle dont le cosinus aura pour valeur —V/t)'' — R* , 

D' étant égal à \/(a:'— X)'+ (y— Y)"-H (* — Z)\ 

L'équation du cône, ayant son sommet au point m et tangent au soleil, sera 
donc : 

ly V/(y'-Y)"+ (a:'-X)-+ (V~Z) V (»-Y)"+ (ar~T)*+ \z- Zy ^^^ 

et remarquant que X'. + Y' 4- Z' c= r% et que x'^ -H y'* 4- «'" = D% on aura : 

\^W^^^ yy'+^^+^^-Y(y+y)-X(a/+^)-z(VH-i^)+r' 

^ V/D'+ r'— (y'lf+ a?^ + jr'Z)\/y'+ar'+ z"— (yY+ arX + zZ) + r* 

Si L'on suppose deux sphères concentriques au soleil, Tune du rayon (R + p), 
l'autre du rayon (R — p) [p étant le rayon de la Tune], et deux cônes tangents à ces 
sphères et ayant pour axe commun la droite M, les génératrices de ces deux 
cônes étant d'ailleurs parallèles entre elles et à celles du cône dont le sommet 
est au point m, il sera facile d'avoir les coordonnées rectangulaires des sommets 
de ces deux cônes. En eflTet, désignant ces sommets par m et m" et leurs coor- 
données respectives par X"', Y^', Z"y on remarque que les droites mm et mm'' sont 
égales en longueur et que l'on a : 

Jn 

Il faudra porter cf sur là droite M, à droite et à gauche du point m, pour ûxer 
la position des points m' et m" sommets des deux nouveaux cônes. Ces points 
étant construits , si par la droite M on fait passer trois plans respectivement 
perpendiculaires aux trois plans coordonnés, celui, par exemple, qui sera 
perpendiculaire au plan xy coupera (fig. 69) ce plan suivant la droite LT, et 
l'on aura une figure dans laquelle la comparaison des triangles semblables con- 
duira de suite aux valeurs de X' et X'' en fonction de : D, B, p, (f , X et J:^ 

On obtiendra de la même manière les valeurs de Y', Y'', et Z', Z" et en les met- 
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tant à la place de X, Y , Z , dans l'équation (0) ou (1) , on aura les équations des 
cônes qui , par leur intersection avec la courbe X, donneront la position du centre 
de la lune, au moment d'une phase aperçue du point terrestre m. 

Cherchons maintenant les équations de ia courbe X'. 

On sait que dans une ellipse on a : 



| = ^«>sV+^'«n-f 



» ^1 



(2) 



désignant par d un diamètre An faisant avec l'axe a un angle (f (fig, 68). L'angle 9' 
sera la projection de l'angle 9 décrit par la lune dans son orbite. 
On aura donc : 

tangcf .cosB=tangcf' (3) 

Si du point A comme centre et avec An ou d pour rayon on décrit un cercle et 
que l'on prenne l'arc np égH à iicp (en supposant que la terre décrive autour de son^ 
axe un angle qui soit à Tangle décrit par la lune dans son orbite et dans le même 
temps dans le rapport n: i). 

On aura : 

P9=8in(ii<p— <p')rf=y (4) 

kq = cos . («cp — 9') cf=^ (5) 

Il faudra éliminer d, f et 9' entre les quatre équations (2^3, ^,5) et l'on aura 
une relation entre a: et y qui sera l'équation de la projection sur le plan de l'é*^ 
quateur de la courbe X' parcourue par le centre de la lune. 

Si l'on remarque que prz=in'b, on aura : 



z= n^ sin B =a sin 9. sin B 



(6) 



et éliminant d, 9 et 9' entre les quatre équations ( 2 , 3 , 4 , 6 ) , on aura une rela - 
tion entre yel z qui sera l'équation de la projection de la courbe X' sur le plan 
vertical. 

Si l'on suppose que l'orbite circulaire de la lune tourne autour de l'axe ter- 
restre A ou de l'axe des Z, on aura une surface de révolution sur laquelle la courbe 
X' sera située. L'équation dé cette surface sera : 



ou 
ou 



tf co«* B — «-(i — cos" B)* =s cos* B (af + y) 

€t cos* B — «■ sin* B =s cos* B (af + tf) 

(a*— af— tf) cos* B — »" sin* B = 



(7) 
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(Les équations de Torbite lunaire étant : ar = /^ ^ . y et : - + a'ooê'B ^ ^ ' ' 



On n'aura donc qu'à éliminer % entre l'équation du cône (0) ou (1) (après j 

avoir substitué X', Y', Z' ou X", Y", Z" à la place de^X, Y, Z ) et l'équation (7) 
de la surface de révolution , et l'on aura Téquation de la projection sur le plan de 
l'équateur de la courbe ç intersection de la surface sur laquelle la courbe l 
est située avec le cône qui tiélermine une phase relativement au point ter- 
restre m. 

( En comparant les deux équations (0) et (7), on voit que l'élimination peut 
s'effectuer sur-le-champ. ) 

Les deux équations des projections , sur le plan de Téquateur , des deux cour- 
bes Ç et >/ donneront les coordonnées x et y des points de rencontre des deux 
courbes. 

Mais comme l'élimination de l'angle 9 est très-longue, on pourra construire 
graphiquement (fig. 68) les divers points p appartenant à la projection sur le plan 
de l'équateur de la courbe X , et au moyen de l'équation de la projection horizon- 
tale de la courbe Ç, construire par points cette dernière courbe, laquelle coupera 
la courbe lieu des points p (en un certain point p), et dès lors du point A 
comme centre et avec Ap pour rayon décrivant un cercle qui viendra couper 
l'ellipse projection de l'orbite lunaire en un point n , le nombre de degrés com- 
pris dans l'arc np (en comptant iS"" pour une heure de temps) donnera Theure de 
la phase. 

Cette construction graphique peut s'exécuter, puisque les courbes Xet i; sont 
situées sur la même surface et que l'on pourra toujours prendre une échelle assez 
grande pour que l'approximation soit à peu près suffisante. 

Toutefois nous devons faire remarquer de nouveau que toutes les construc- 
tions que Ton pourra indiquer pour la solution du problème qui nous occupe ne 
seront jamais assez approximatives [asironomiqvement parlant) pour être employées 
à prédire les éclipses de soleil et l'heure précise de leurs phases. 

Ces constructions ne seront jamais que des recherches géométriques plus cu- 
rieuses qu'utiles. 

L'élimination complète de 9, d et 9' est, comme nous l'avons dit plus haut, 
assez longue entre les quatre équations (2, 3, 4, 5) puisque n=s29 environ (la 
lune mettant environ 29 jours à parcourir son orbite et la terre mettant un jour 
à accomplir sa révolution autour de son axe). 

Mais on peut facilement arriver à éliminer d et 9', car en effet : 
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Les équations (4 et 5) deviennent en développant les sinus et cosinus : 

^ =r (cos fKp.sin <p' — oos^'.sinnf) 

•27 

— = (cos fKp, 008<p'-f-sin <p'.siniif ) 

Remplaçant ^ par sa valeur donnée par Féquation (2), on aura : 

cos ny^ sin ff — cos ff . sin nf 

(lco6V+-r^.sinvY 
\a * acosB ^ J 

cos tlf «cos f -j-sin^', sin ftf 



0?= 



Et comme 



(l««*''+?^-'^*»')* 



* tang 

cos=s — . et sm= ^ 



V/l+tang* V/l+tang' 



en vertu de Féquation (3) , on aura : 

, r_ ^ * . . / tang'y.cos 'B 

^•^-l-htangVcos'B "' "'^ ^ "" l+tapg'y.cos-B 

On aura donc 

C06 ny . tang y .cosE — sin wy 

^ "" / 1 1 \-^ 

\a« a'cos'B ^ ^ / 

cosny-|-sinny . tang'y .cosB ' 



(?+?^*«'8''«»'»y 



Remplaçant : cos . 119 et sin.919 par leur valeur en : tang . itcp^ on aura -. 

tang y. cos B — tangny 

i(l+taiig'nyr(l+tang>y)^ 

> (9) 

< "{"tang wy. tang y* cos B ' 

•Î.(14-tai»g'nfr(l+tang'ç)' 

il 

Les équations (9) peuvent servir à résoudre le problème suivant : 

28 
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Êtani donnée l'heure d'une pha$e, déterminer les Geux terrestres qui^ à cette heure 
donnée, verront la phase indiquée. 
Il suffira de mettre dans les équations (8) et (6) à la place de 9 le nombre de 

(0|fery> \ 
savoir ^ , j on aura dès lors les 

trois coordonnées a:., y., is,, du point de la courbe X' qui devra être regardé comme 
le sommet d'un cône tangent à Tune ou à l'autre des sphères concentriques au 
soleil, et ayant pour rayon Rd=p. 

L'intersection de ce cône (dont l'équation sera facile à obtenir, puisqu'il suf- 
fira de mettre dans l'équation (0) à la place de X, Y, Z, les valeurs des trois coor- 
donnée x^,y^jZtj données par les équations (9 et 8) et à la place de D' sa valeur 

]/{x— X, y+ (y —y, )■+(» — 2. y, et à la place de R, R — pou R+p) avec la 



sphère dont l'équation est lof+tf+z'^sir' passera par tous les points terrestres qui 
verront au même instant la phase annoifcée. 

En supposant que le soleil et la lune restent fixes et que la terre prenne les 
deux mouvements, savoir : l"" le mouvement de la terre dans son orbite; 2** le 

mouvement de la lune dans son orbite, et choisissant pour plan des xyle plan de 
l'orbite lunaire, on pourra appliquer les équations précédentes à la solution du 
problème suivant : 

Trouver les équations des projections sur l'orbite lunaire des ombres portées successive- 
ment par la lune sur ta terre pendant une éclipse de soleil. 

En effet : une courbe analogue à X' sera dans ce cas la courbe parcourue par le 
centre de la terre en vertu des deux mouvements dont on la suppose douée 
(ayant soin de donner à n la valeur convenable). 

On pourra donc calculer les coordonnées a;,, y,, s, du centre de la terre pour un 
angle 9 donné (cette vitesse angulaire 9 étant comptée à partir de la ligne des 
nœuds et sur l'orbite terrestre) , et par suite construire par points les courbes 
intersection du cône (dont l'équation s'obtiendra facilement) enveloppant le soleil 
et la lune supposée fixe à son nœud ascendant (ce nœud ascendant étant d'ailleurs 
l'origine des coordonnées ) avec la sphère terrestre dont l'équation sera : 

(x-x,y+ {y—y,y+ {z-zy=r- 

pour reprojeter sur le plan de l'équateur terrestre oes diverses courbes et supposer 
comme dans le premier problème, que chacune de ces courbes tourne autour du 
centre de projection d'un angle A correspondant à l'angle 9. 
Mais cette méthode serait évidemment plus longue que celle que nous avons 
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indiquée du commencement de ce chapitre, puisque les équations des projections 
des ombres portées sur le plan de l'orbite lunaire, seraient du 4* degré, tandis que 
par notre presiière méthode nous étions conduits à construire des courbes qui 
n'étaient que du second degré. 



CHAPITRE V. 

DES ÉPICYCLOmES ANNULAIRES. 

Dans ce chapitre , nous allons examiner des épicycloides nouvelles «t qui n'ont 
point encore été étudiées. Ce sont des courbes à double courbure engendrées 
par un point d'un cercle roulant angvJairemeni sur un autre cercle. 

L'examen de ces courbes nous conduira à rechercher la solution de diverses 
questions relatives à l'hyperboloîde à une nappe et de divers problèmes sur les 
sections coniques. 

Nous aurons aussi l'occasion de transformer diverses surfaces en d'autres 
surfaces , et de montrer combien sont utiles , en géométrie descriptive , les divers 
modes de transformation que l'on est conduit à employer ; car c'est la méthode 
des transformations qui peut seule permettre de résoudre certains problèmes en 
géométrie descriptive^ ou , en d^autres termes, lorsqu'on emploie la Umgue graphique. 

' Des épicyclcades à double courbure Ates épicycldides annulaires. 



Concevons un cercle C dont Taxe A soit vertical, et un cercle C" ayant un 
point m commun avec le cercle C et désignons par \! l'axe de ce cercle G^ 

Désignons par P le plan du cercle C et par P' le plan du cercle C^ Prenons le 
plan P pour plan horizontal de projection et le plan passant par l'axe A et le 
point m pour plan vertical de projection. 

Désignons par H*' la trace horizontale du plan P', par a l'angle que ce plan 
fait avec le plan horizontal, par 6 l'angle que la trace H*" fait avec la tangente 6 au 
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cercle C pour le point m, et par 6" l'angle que la trace H'' fait avec la tangente 9' 
au cercle C en ce même point m. 

Design <ns. en outre par R le rayon du cercle G, et par R' le rayas du cercle C. 

11 est évident que si Ton se donne : l"" le rayon R ; 2Me rayon R'^d"" Fangle a ; 
4* les angles 6 et 6' ; et 5* le point m , la position des cercles C et C se trouve fixée 
d'une manière invariable dans l'espace. 

Concevons maintenant qu'au point m se trouve un anneau fixé dans l'espace 
d'une manière invariable et que deux fils, l'un F enroulé sur le cercle G et 
l'autre F' enroulé sur le cercle G' se trouvent passés dans cet anneau. 

En tirant les deux fils F et F", l'on imprimera un mouvement de rotation , soit 
au cercle G autour de son axe A, soit au cercle G' autour de son axe A.'. Et il est 
évident que les deux cercles G et G' (qui se croisent au point m, puisqu'ils ont 
en ce point m des tangentes différentes, des tangentes non superposées) roule- 
ront l'un sur l'autre et rouleront anguUAremeni. 

Gela posé : 

Supposons que le cercle G reste fixe et que le cercle G' roule angulairement sur 
le cercle G de manière i ce que les angles a et 6 restent constants pendant le 
mouvement, un point x du cercle G' décrira dans l'espace une courbe d dont 
nous allons étudier les propriétés. 

Il est évident que cette courbe 9 sera tracée sur la surface 2 engendrée par le 
mouvement de rotation du cercle G' autour de Taxe A. Ainsi 2 sera une surface 
de révolution, et* de plus une surface annulaire engendrée par le cercle G^ 

La courbe méridienne de cette surface sera une courbe ovale, dont il sera 
toujours facile de trouver l'équation au moyen de Yanalyse de Descartes, ou 
d'avoir le tracé au moyen des méthodes de la géométrie descriptive. 

Nous donnerons à la courbe i le nom d'épicyclcUde annulaire , puisqu'elle est 
engendrée par le mouvement d'un cercle roulant sur un cercle et qu'elle se trouve 
tracée sur une surface annulaire. 

Lorsque les deux cercles G et G' ont même tangente au point m , alors la 
surface annulaire est une surface sphérique passant par les deux cercles G et G', 
et dans ce cas la courbe d est une épicycloîde sphérique , courbe qui a été examinée 
avec soin et pour la première fois par Hachette , dans son Traité des machines, au 
chapitre des engrenages. 

Par ce qui précède, on voit de suite que les épiqfclcïdes sphériques ne sont 
qu'un cas particulier des épicyckndes annulaires que nous nous proposons d'étudier. 
Les premières courbes s'obtiennent en faisant rouler directement l'un' sur l'autre 
deux cercles, les secondes courbes s'obtiennent en faisant rouler angulairement 
l'un sur l'autre deux cercles. 
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Le plan P' coupera Taxe A en un point $^ Menons par Taxe A un plan Q per- 
pendiculaire au plan P', les deux plans P' et Q se couperont suivant une droite 
G passajit par le point s , et cette droite G percera le plan P en un point g. 

Si Ton fait rouler angulairement le cercle C sur le cercle G y la droite G engen- 
drera un cône de révolution B qui aura le point s pour sommet et la droite A 
pour axe , et le plan P' sera tangent à ce cône , en les diverses positions qu'il 
prendra dans l'espace. 

Ce cône B aura pour trace sur le plan P un cercle D engendrée par le point g^ 

En sorte que les deux cercles G et D auront même centre o situé sur l'axe A^ 
ce centre o étant l'intersection de l'axe A et du plan P. 

Cela posé : il peut arriver trois cas généraux : 

1** Le centre o' du cercle C peut être au delà du plan P par rapport au point s. 
L'épicycloîde à double courbure sera dite dans ce cas : épicycUnde annulaire 
extérieure ; ^ 

2"" Le centre o' du cercle C! peut être en deçà du plan P par rapport au point s 
et situé dès lors entre le point s et le plan P. L'épicycloîde à double courbure 
sera dite dans ce cas : épicycUnde annulaire intérieure ; 

3"" Le centre o' du cercle C! peut être au delà du point s par rapport au plan P. 
L'épicycloîde à double courbure sera encore dite : épicycUnde annulaire extérieure; 

Dans ces trois cas , le centre o' du cercle C ne sera .pas situé sur la généra- 
trice G. 

Comme cas parUculier, on peut supposer que le centre o' du cercle C se 
trouve situé sur la droite G ; dés lors on aura quatre csls particuliers : 

l"" Le centre o' sera au delà du point m par rapport au point s ; 

2"" Le centre o' sera entre les points m et « ; 

3*" Le centre o' ne sera autre que le point s y 

i" Le centre o' sera au delà du point s par rapport au point m. 

Enfin y lorsqu'on supposera que le cercle D n'est autre que le oercje C , on 
pourra supposer que les trois points s y m et o sont ou ne sont pas en ligne 
droite. 

Lorsque ce» trois points seront en ligne droite, on retombera surjes épicylaides 
âpkériques. 

Quelle que soit la (k>sition du cercle G^ par rapport au cercle G» la conslruc- 
tion de la projection horizontale (et dès lors sur le plan P ) de la courbe i- sera 
toujours la même, et elle ne sera autre que celle employée dans le cas tout par- 
ticulier où YépkycUjade à double courbure est une épicycUAde iphérùflie; et l'on peut 
en effet s'assurer qu'il en est ainsi qu'on vient de le dire en exécutant Vépure 
comme il suit : . 
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(Construction de la projection horisantale de tépicydoUde annulaire. 

Prenons pour plan horizontal de projection le pian P, et pour plan vertical de 
projection le plan Q {fig. 70). 

Les traces du plan P' seront V et H'', H'' sera perpendiculaire è la ligne de 
terre. 

Le cercle C passera par le point m du cercle C. 

Faisant tourner le plan P' autour de H'' comme axe pour le rabattre sur le 
plan horizontal , le cercle C prendra la position rabattue C/, son centre étant 
en o/. 

Si Ton suppose que le point x du cercle C est Torigine de l'épicycloîde , on 
devra prendre sur C/, Tare mx,\ égal à Tare mx et en reieyant le cercle G/ pour 
le ramener en la position primitive C^ le point x,' viendra en x' dont les projec- 
tions seront « * et x'*. 

\\ sera donc facile de construire la courbe d^, projection de l'épicycloîde 
annulaire i^ car il suffira de prendre une nouvelle ligne de terre VT et d'opérer 
par rapport à elle, ainsi qu'on sait le faire lorsqu'il s'agit d'une épicyclaide 
sphérique^ 

Omêtruction de la tangente en un point de l'épicycUAde annulaire. 

La courbe i {fig. 70)^ engendrée par un point x' du cercle C roulant angulai- 
rement sur le cercle C^ est située sur une surface annulaire et de révolution 2, 
engendrée par le cercle C', tournant autour de Taxe A. 

Si donc. Ton veut construire la tangente i au point â;' de d, on sait que cette 
tangente sera dans le plan tangent T mené au point x de la surface 2. 

Le plan langent en un point x' d'une surface de révolution , est déterminé par 
la tangente au parallèle passant le point x\ et par la tangente à la courbe généra- 
trice passant par ce même point x'. 

Le plan T, sera donc déterminé par la tangente 6' au point x' du cercle €% et 
par la tangente menée au parallèle y et passant par le point x\ 

Q' se rabattra sur le plan horizontal en 0/, tangente en x/ au cercle C/, qui est 
le rabattement du cercle C; et 0/ percera le plan horizontal en un point qs qui 
sera l'intersection de 9/ et de H^^; le cercle y se projettera horizontalement, 
suivant un cercle /, décrit du point o ou M" centre du cercle C ^ comme centre 
et avec un rayon égal à oa^; 0^ sera donc perpendiculaire à ox"" et 9 sera hori- 
zontal; donc, H* passera par le point q et sera parallde à 9^ ou perpendiculaire 
à ox^^'y V* passera par la trace verticale p de la tangente horizontale 9, ; ainsi , le 
plan T est connu , et sa position dans l'espace est fixée , puisque l'on a ses traces 
horizontale H* et verticale y\ 
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Consiruisoiis maintenant la tangente i au point x de la courbe d. 

Le cercle G en roulant angulairement sur le cercle G , peut être oon^déré 
comme étant animé de deux mouvements^ 

Ainsi, on peut supposer que le cercle G' ayant d'abord le point x en commun 
avec le c^cle G, a tourné autour de l'axe A d'un angle |x> puis, qu'aririvé en la 
position où il a en commun le point m avec le cercle G, il a tourné autour de son 
axe A' d'un angle /, de telle sorte que l'angle fx se trouve mesuré dans le cercle G 
par l'arc a;m, et que l'angle yH se trouve mesuré dans le cercle G' par Tare xm, 
ces deux arcs xm et ;dm étant égaux en longueur absolue. 

Le cercle G' tourne donc autour de l'axe A, dans le sens indiqué par la flèche 
y, puis, il tourne autour de son axe A', dans le sens indiqué par la flèche y,. 

En vertu de ces deux mouvements du cercle G', on voit que l'on peut construire 
la tangente au pointa;' de l'épicycloide d, par la métbode de Roberval. 

Il faudra donc : i^ porter sur la tangente au parallèle y, et à partir du point 
x'y un arc rectifié kk\ mesurant dans le cercle y l'angle ix, et porter cet arc kk' 
dans le sens de la flèche y à partir du point x\ 

2'' porter sur la tangente B' au cercle G', et à partir du point x et dans le sens de 
la flèche y^j un arc rectifié nu/, mesurant dans le cercle G' l'angle ii] et la diago- 
nale du parallélogramme construit sur ces portions des droites 9 et 0' sera la 
tangente demandée. 

Gette construction s'eflectuera facilement ; car, on rabattra sur le plan horizontal 
le plan T, et après avoir « construit la droite /. diagonale du parallélogramme 
construit sur G et 0/, on la ramènera en la position qu'elle doit avoir en t dans 
l'espace. 

Gette construction de la tangente t en un point x de l'épicycloide d, est géné- 
rale; elle s'exécutera toujours avec facilité, quelle que soit la position du cercle 
G' par rapport au cercle G. 

Au reste , c'est. par la méthode de Roberval, que pour la première fois la tan- 
gente a été construite à l'épicyclcnde sphérique; ce n'est qu'après, qu'HACHETTE 
a vu que Ton pouvait coDStruire la tangente à l'épicycloide sphérique^ par la 
considération de deux sphères, l'une fixe et invariable, et l'autre mobile et de 
rayon variable. 

Il est utile de considérer de plus près les deux modes de roulement dired et 
angulaire de deux courbes roulant l'une sur l'autre , et d'établir les diflërences 
qui existent sous le point de vue géométrique entre ces deux modes. Lorsque 
l'on a deux cercles C et G' qui ne sont paa sixués dans un même plan et qui se 
coupent en un point m ^ et qui dès lors sont placés l'un par rapport* à l'autre, 
dans l'espace, de telle manière que le plan Q détertniné par le*point m et les 
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centres o et o des cercles donnés G et C'^ n'est pas perpendiculaire à la droite 
intersection des plans des deux cercles proposés, lorsqu'on a, dis-je, deux tels 
cercles , si le cercle C restant fixe , le cercle C roule sur le cercle C, ainsi qu'on 
Fa dit ci-dessus, on voit que si Ton considère un point n du cercle G infini- 
ment voisin du point m et un point n\ situé sur le cercle C^ et infiniment 
voisin du même point m, lorsque le cercle G' se déplacera pendant le roulement, 
le point n' viendra se superposer sur le point n ; le cercle G" aura pris alors dans 
l'espace une position G/, et le point m sera venu se placer sur G/, en un point 
m infiniment voisin du point n et ce point tn sera un des points de l'épicy- 
cloïde à double courbure d engendrée par le point m du cercle G', roulant an- 
gulairement sur le cercle G , ce point m étant l'origine ou point de rebrousse-* 
ment de la courbe i sur le cercle G. 

On peut faire arriver le cercle G", en la position C/ de. deux manières. 

La première manière consiste à supposer : i"" que le cercle G' s'est mû paral- 
lèlement à lui-même, son centre parcourant une droite J parallèle à la droite 
que parcourt le point n pour venir se superposer avec le point n, de sorte que 
le cercle G aura pris une position G,; et 2*" à supposer que le cercle G. tourne 
autour d'un axe Y ( mené par le point n et perpendiculairement au plan P du 
cercle G) d'un angle'tel que l'angle que la tangente / au point n du cercle G 
fait avec la trace D, du plan du cercle G, sur le plan P de ce cercle G, devienne 
le même que l'angle que la tangente i' fait avec la droite D/ trace du plan du 
cercle G/ sur le même plan P. Et l'on sait que désignant par t la tangejite au 
point m du cercle G et par D' la trace du plan du cercle G' sur le plan P, les angles 
(£,D') et t',D/) sont égaux. 

Ainsi on a deux mouvements à imprimer au cercle mobile G', d'abord un 

mouvement de translation parallèle à la droite infiniment petite nn' et ensifite un 

mouvement de rotation autour de l'axe Y. 

• * 

La seconde manière consiste à supposer : l"" que le cercle G' tourne autour de 
Taxe A du cône G d'un angle (i et arrive dès lors en une position C" en laquelle 
il coupe le cercle G en un point y, l'arc fini my mesurant dans le cercle G l'angle 
II] et 2* que l'axe A' du cercle G' ayant tourné d'un angle fx autour de l'axe A, et 
étant arrivé en une position A" en laquelle il se trouve être l'axe du cercle G", 
ce cercle G" tourne autour de son axe A" d'un angle f/ mesuré dans le cecde C" 
par un arc égal en longueur absolue à Tare rectifié my du cercle G. Le cercle G" 
ayant ainsi tourné sur lui-même aura enfin pris la position G/ indiquée ci-dessus. 
Il est évident qu'un point y' situé sur le cercle G' et tel que les arcsmy' du cercle 
G et my du cercle G seront égaux en longueur absolue, sera venu se superposer 
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sur le point y. Après les deux mouvements de rotation, le point m du cercle G' 
aura pris sur le cercle G/, la position m'' telle que les deux cercles G et G/ ayant 
alors non plus le point m, mais le point y commun^ les arcs ym' du cercle G/ et ym 
du cercle G seront égaux en longueur absolue ; et le point \m\ ainsi déterminé de 
position dans l'espace au moyen des deux mouvements de rotation imprimés suc- 
cessivement au cercle mobile G'; sera un point de répicycloîde à double cour- 
bure d engendrée par le point m du cercle mobile G' roulant sur le cercle 
fixe G. 

Lorsque Ton emploie h seconde manière pour déterminer le point m'deTépicy- 
cloîde d, on ne s'inquiète pas de la manière d'être entre eux des cercles fixe G et 
mobile C\ Le point m se trouve exactement déterminé, soit que les cercles G et 
G' se croisent au point m, soit qu'ils se trouvent tangents l'un à l'antre en ce 
point m. 

Gette manière de décomposer le mouvement du point qui engendre la courbe i 
s'applique indistinctement au cas du roulement cftr^ci et au cas du roulement an- 
gulaire du cercle mobile G' sur le cercle fixe G. 

La première manière de décomposer le mouvement du point qui engendre la 
courbe d peut enfin s'appliquer aux deux cas du roulement direct et angulaire; 
mais il faut remarquer que dans le cas du roulement direct ^ le mouvement de 
translation est nul et qu'il n'existe plus que le mouvement de rotation (^) , et en eflet : 

Lorsque les deux cercles G et G' ont un seul point commun m, en vertu de ce 
qu'ils se croisefit en ce point m, les deux points n et n' infiniment voisins de m et 
situés l'un sur le cercle G et l'autre sur le cercle G' sont séparés l'un de Tautre, 
et le mouvement de translation a pour but de superppser ces deux points n et n. 

Mais lorsque les deux cercles G et G' ont un contact au point m , ils ont alors 
un élément rectiligne commun, dès lors les éléments rectilignes mn du cercle G 
et mn^du cercle G' se confondent, le mouvement de translation n'est donc plus 
nécessaire, puisque les points n et n se trouvent superposés en vertu des condi- 
tions du problème. 

Maintenant appliquons la méthode de Roberval , à la construction de la tan- 
gente à la courbe i en un de ses points, et voyons à quoi l'on est conduit lorsque 
l'on considère le point m' de la courbe d comme étant construit par l'un ou l'au- 
tre mode exposé ci-dessus. 



(*) On voit dés lors pourquoi U normale en 



en un point d'une épicycloïdc ^phérique pssse par le point 
de conUct du cercle 6xe et du cercle mobHe , et pourquoi pour l'épicycloïde antmlaire ifig- 70) la 

t nus fMMAr Tuki-kk rwiStii «n nAmmnn an deux cercles fixe C 



nomiale au point x de cette eoarbe àe peut pas passer par-fe point m commun au deux 
et mokile C 
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Premier cas. Le mouvement du point générateur del'épycicUj^ étant décomposé en 
deux mouvements l'un de translation €t Vautre de roiation. 

RappeloDS-notts que la méthode de Roberval consiste à remplacer les espaces 
infiDimeat petits par des espaces finis. 

Le point in doit être considéré comme se mouvant d'abord en parcourant, 

suivant une droite 8 parallèle à nn\ un espace infiniment petit et égal à nn\ et 
ensuite en parcourant, suivant une droite 9' tangente au cercle U qu'il décrit 
autour de Taxe Y, un espace infiniment petit et égal à l'arc élémentaire du cercle 
U , mesurant dans ce cercle un angle égal à Tangle'que les droites D' et D/ font 

entre elles. 

On ne peut pas construire graphiquement, au moyen des infiniment petits; 
l'analyse seule peut employer les infiniment petits y car elle sait les écrire; la géo- 
métrie descriptive ne peut employer que des longueurs finies dans ses constructions 
graphiques , puisqu'il lui est impossible d'écrire des infiniment petits. 

Il faut donc , en géométrie descriptive y remplacer les infiniment petits par des 
longueurs finies , mais telles que leur rapport soit précisément le même que 
celui qui existe entre les infiniment petits qu'elles doivent remplacer. 

Ainsi , au lieu de considérer l'élément rectiligne nn^ on devra prendre sur le 
cercle C un point y y et sur le cercle C un point y' tels que Ton aura : l'arc my 

égal à l'arc my"; et la droite finie yy devra remplacer la droite iafiniment petite»»'. 
Pour que ce remplacement puisse avoir lieu y il faudra que les arcs ma (infini- 
ment petit) et my ( fini) du cercle G soient entre eux comme les droites nn { infi- 
niment petite) et yy ( finie )^ et de plus il faudra que la droite yy' soit parallèle 
à la droite nn\ 

Or : il est évident que le rapport existant entre les arcs ne sera jamais égal au 
rapport existant entre les droites , quelles que soient les positions que l'oo donne 
aux cercles C et GM'un par rapport à l'autre , en établissant pour condition qu'ils 
se coupent au point m; et de plus, les droites yy' et nn ne seront parallèles 
entre elles qu'autant que les deux cercles G et G' satisferont aux deux conditions 
suivantes : 1** être placés sur une sphère, et 2** avoir des rayons égaux. 

La Aiéthodede Roberval ne peut donc être appliquée dans le premier cas. 

Deuxième cas. Le mouvement du point générateur de Vépicyclaide étant décomposé 
en deux mouvements de rotation- 

Si l'on se rappelle la construction de la tangente au point x de l'épicycloïde à 
(fig. 70) , on voit de suite que les arcs finis qui mesurent, l'un dans le cercle y 
l'angle u, et l'autre dans le cercle G' l'angle i/, sont dans le même rapport que 
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les arcséléflaentaires éf eidG qui mesureraient req[)6c(mnieBt dans les cercles y 
et G^ des angles infiniment pelUs de rotation. 

La métbode de Roberval peut donc être employée airec certitude dans le 
deuxième cas. 

D'après ce qui précède , on doit voir que la métbode de Roberyal est en eflSet la 
méthode générale pour construire la tangente en un point' d'une épicycloîde soit 
plane, soit à double courbure , quelle que soit la position que puissent affecter 
entre eux dans un plan ou dans l'espace , et le cercle fixe et le cercle mobUe. 

Gomment se fait-il que dans les divers traités publiés sur la géométrie 
descriptive, lorsque Ton s'occupe de l'épicycloïde sphériquey on ne donne que la 
construction de la tangente, qui est fondée sur ce quer l'élément de la courbe 
cpicycloîdale se trouve située sur une sphère qui a pojar rayon la normale en ce 
point de la courbe, construction qui est due à Hachette? 

Sans aucun doute, si l'on ne se proposait que d'examiner les propriétés de 
l'épicycloïde sphérique et par suite sa tangente, la méthode de Roberval devrait 
être exposée comme éiant générale , comme s'appliquant aux épicycl&ides à double 
courbure de toutes espèces , et aussi aax courbes dites épicurvUignes pkmeê ou 
à double courbure, et qui peuvent être engendrées par une courbe quelconque, 
et mobile plane ou à double courbure roulant directement ou angulairement sur une 
courbe quelconque eifixe qui peut être elle-même ou plane ou à double courbure. 

Mais la construction de la tangente à répicycloîde sphérique donnée par 
HiPCflETTE conduit sur-le-champ à l'engrenage conique à flanc j et c'est précisé- 
ment cette construction toute spéciale delà tangente à l'épicycldde sphérique, 
qui fit voir à Hachette la construction géométrique de l'engrenage conique que 
l'on avait essayé et sans succès avant lui. 

Et en effet : 

Le plan tangent à la sphère mobile qui correspond à un point x de l'épicy- 
cloïde a pour plan tangent en ce point x un plan T perpendiculaire au plan P du 
cercle mobile G'. Un point du cercle mobile G' décrit donc , si Fon fait rouler ce 
cercle G' intérieurement à un cercle G, d'un rayon double et situé dans le plan P, 
une épicycloïde plane et intérieure qui n'est autre qu'un diamètre de ce cercle G,^ 
qui n'est autre, en d'autres termes, que la trace du plan T sur le plan P, etc. (^); 
et c'est précisément parce que l'épicycloïde sphérique avait été étudiée par 
Hachette, en vue do l'engrenage conique à flanc ^ qu'il a donné dans son Traité 



(*) Foyez le chapitre sur les engrenages , dans le TraiU des machinée poMié par Hachbttb , ei le 
Traité de géométrie deêcriptive publié par le même auteur. 
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de géaméirie descriptive la coostrucUon de la tangente en regardant cette tangente 
comme étant l'intersection des deux plans tangents, Tun à la sphète. fixe et 
l'autre à une sphère mo^t/e , et qu'il a été conduit à donner une construction toute 
spéciale pour un cas tout particulier, et à oublier de donner une construction 
générale et applicable à tous les cas. 

Et il faut bien le remarquer, la construction de la tangente à l'épicycloide sphé- 
rique par la méthode de Roberval ne pouvait pas conduire à l'engrenage coni- 
que à flanc, tandis que la construction particulière trouvée par Hachette y con- 
duisait tout naturellement. 



8". 

De remploi de Vépicuclaide annulaire^ dans les engrenages aptes à transmettre te mouvement 

de rotation entre deux axes non situés dans un même plan. 

s 

Énonçons d'abord deux théorèmes connus et qui nous seront utiles. 

Théorème i. Étant données deux droites A et A"^ situées dans un plan, et se 
coupant en un point Sj et faisant entre elles un angle arbitraire a^ )si l'on conçoit 
deux plans P et P' rectangularres entre eux y et passant, savoir : le plan P par la droite 
A et le plan P' par la droite A', des deux plans se couperont suivant une droite G , 
qui appartiendra à un cône oblique ayant le point s pour sommet, et dont Iles 
plans des sections circulaires seront respectivement perpendiculaires aux droites 
A et A^ 

Théorème 2. Étant données deux droites A et A^ non situées dans un même plan 
et ayant qne plus courte distance égale à D, si l'qn conçoit deux plans P et P' rec- 
tangulaires entre eux, et passant, savoir ileplanP parla droite A, et leplanj>'par 
la droite A', ces deux plans se couperont suivant une droite G qui appartiendra 
à un hyperboloîde à une nappe non de révolution et dont les plans des sections 
circulaires seront respectivement perpendiculaires aux droites A et k^. 

Je vais démontrer ces deux théorèmes, quoiqu'ils soient connus , parce que le 
mode de démonstration que j'emploie est nouveau et qu'il est surtout tout à fait 
dans l'esprit de la géométrie descriptive. 

Démonstration du théorème 1. Par les deux droites données A et B se coupant au 
point s on fait passer un plan et on le prend pour plan horizontal de projection. 

On prend la ligne de terre LT perpendiculaire à Tune des droites , et ainsi à 
la droite A , par exemple. 



1 
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Cela fait (/gf. 71): 

Par la droite A, on fait passer un plaa P, dont les traces seront H' ou A el W 

Pour faire passer parla droite B un plan Q perpendiculaire au plan P, il faudra , 
d'un point de B abaisser une perpendiculaire sur le plan P. On prend le point b 
en lequel B coupe LT, et si de ce point b on abaisse une normale N aru plan P, N'^ ne 
sera autre que LT et N^ qui ne sera autre que N , puisque la normale est dans le 
plan vertical, sera* dirigée perpendiculairement à V. En sorte que Basera h 
droite B et V^ sera la normale N* 

Ainsi , y* et V* se coupent à angle droit en x, point qui sera la trace verticale 
de la droite I, intersection des deux plans P el Q. 1 passe par le point «; donc le 
lieu des droites I est i^n cône ayant s pour sommet. 

Le point X est sur un cercle G décrit sur ab comme diamètre ; donc le cône est 
oblique et a pour section circulaire le cercle C ; donc , etc. 

Démonsiration dn théorème 2. Démontrons d'abord comme point de départ le 
théorème suivant,: 

Si l'on a un cercle C (fig. 73) et un parallélogramme rectangle afijbjb^ ^ dont deux 
côtés parall^es aA» ^A» &ûnt tangents à ce cercle. 

Si l'on joint un point a; du cercle G, avec les points aeib contact de ce cercle 

avec les côtés du parallélograme , l'angle axb sera droit, puisque ab sera un 
diamètre du cercle G. • 

Gela fait : 

Si l'on mène par les points a, et 6., extrémités d'uncjdeâdiagonales.du rectan- 
gle, des droites a,a;., b^x^ respectivement parallèles aux droites ax et bx, elles se 
couperont en un point x/y et si de même , on mène par les points a, et b^, extré- 
mités- de la seconde diagonale du rectangle, des droites ajv^j bjc^ respectivement 
parallèles aux droites ax et bx^ elles se couperont en un point x . 

Je dis que les trois points x„ x^ a^, seront en ligne droife , et que cette droHe 
sera tangente en a? au cercle G^ 

En effet : 

Il est évident que les points x^ et x\^ sont sur un cercle D, concentrique au cercle 
G , et ayant son rayon égal à la moitié de la diagonale o^. ou de la diagonale ap^. 

Supposons que les trois points a:,, x^ x,, ne soient pas en ligne droite , nous 
pourrons toujours, unir les points x etx^, et si nous démontrons que le triangle 
oxx^ est rectangle en Xf comme ûous pourrons démontrer de la même manière 
que le triangle aa::^, est aussi rectangle en x, on aora démontré que les trois points 
Xty X, x,f sont en ligne droite et que cette droite est tangente en x au cercle G , 
puisque celte droite sera p#rpendtcalaiTe au rayon ox. 



— 230 — 

Or, pour démontrer ^ue le triangle oxx^esi rectangle en x, il suffit de démoa- 

trer que les deux triangles oaa^ et axx, sont égaux. 

» 
Or, ces deux triangles ont deux isôtés égaux, savoir : ox^=oaj ox^=oa,. 

Il suffit donc .de démontrer que les angles ox^x et oafl sont égaux. 

Mais la chose est évidente, par la figure; car les deux cercles C et D ayant 
même centre o,et les cordes 6a; et 6^, étant parallèles, si la droite M, est tangente 
en b au cercle G, la droite xx^ sera aussi tangente en a: à ce même cercle C. 

i. Par conséquent, les deux triangles exx, et obb^ sont égaux, et comme les 
deux triangles oafl et objb sont égaux , la proposition se trouve évidemment 
démontrée. 

Passons maintenant à la démonstration du ihéorènie 2. 

Soient données dans l'espace (Jg. 72) deux droites A, et B, ayant pour plus 
courte distance Ta droite pq. 

Par le milieu s de pq, je mène deux droites A parallèles à A, et B parallèle à B,. 

Je mène ensuite par le point p, la droite B. parallèle aux droites B et B. , et par 
le point ç, la droite A, parallèle aux droites A et A,. 

Gela fait : Je coupe tout le système par un plan X^ perpendiculaire aux droites 
A, A, et A^, ce plan coupe respectivement les six droites construites A,, A, A., 
B, , B , B,, en les points a,, a, a^y 6,, A, b^. 

Les quatre points a,, b,, a,, 6,, sont les sommets d'Un rectangle; le$4K>ims a et 
b , sont les milieux des côtés afl^ et bjb^ de ce rectangle. 

Sur ab comme diamètre je décris un cercle C. 

On a donc sur le plan X , les données de la^i^. 7d. 

Or, si par les droites A et B qui se coupent au point s , on feit passer des 
couples de plans Pet Q , P' et Q", etc., rectangulaires entre eux, on sait, par le 
premier thégrème, que les droites t intersection de ehaque couple de plans, tels 
que ceux-là, forment un cône oblique dont les plans des sections circulaires sont 
perpendiculaires^ ou à la droite A ou à la droite B. 

On voit donc que si Ton trace les droites ax et bx sur le plan X, on aura sur 
ce plan X les traces de deux plans rectangulaires entre eux et qui se couperont 
suivant la droite sx 6u I. 

Les droites a^, et b^v, parallèles aux droites ax^bx pourront Mre considérées 
comme les traces de plans P. et Q, passant respectivement par las droitds I^, et B, , 
et il est évident que les plans P et P., et Q. sont parallèles» doue P, et Q. sont 
rectangulaires entre eux ; et la droite G intersection des pians P, et Q, sera dés 
lors parallèle à I. * 

De même , les plans P, et Q, qui praseront reifiectâvetteiit par les dMÎtas 
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A, 9 a^, etB% bx^y seront rectangulaires entre eux comme étant parallèles aux 
pians P et Q, et leur intersection H sera parallèle à I. 

Et comme les points ^r,, Xj x^ sont en ligne droite et que cette droite est 
tangente en x au cercle G , il s'ensuit que le plan qui contiendra les trois paral- 
lèles H, I, G sera tangent au c6në {s y G) tout le long de la génératrice I. 

Toutes les droites G formeront une surface gauche ly et toutes les droites H 
formeront une surface gauche 2'. 

Démontrons que ces deux sur&ces ne sont qu'une seule et même surface. 

Les droites G perceront le plan X en des points o^ , et les droites H perceront 
le plan X en des points x, , lesquels seront les uns et les autres situés sur un 
même cercle D {fig, 73); par conséquent , les deux surfaces 1 et 2' seront coupées 
par le plan X suivant le même cercle D. 

Mais on peut faire varier de position le plan X en le laissant parallèle à lui-même ; 
et en la projection X', il coupera le cône {s. G) suivant un cercle G' qui conduira à 
un même cercle D' pour l'une et l'autre surface 2 et 2^ Ges deux surfaces se con- 
fondent donc en une seule et même surfhce qui est doublement réglée. 

Dès lors y par un point m de la surface 2 passera toujours deux génératrices 
droites^ l'une du système G et l'autre du système H , et le plan tangent en m sera 
déterminé par ces deux génératrices droites de systèmes différents.se croisant en 
ce point m. 

Remarquons que les deux génératrices G et b {fig. 71) parallèles à la droite I 
se coupent à l'infini ; donc le plan passant par G et H sera tangent à la surface 2 
en un point situé à l'infini ; ce plan , qui passe par deux génératrices parallèles 
et de systèmes différents , est donc un plan asymptote de la surface 2 ; il passe 
par la droite Ket par le point »; il a sa trace sur le plan X tangent au cercle G ; 
donc tout plan asymptote de la surface 2 est tangent au cdne («, G) ; par con- 
séquent le cône {s , G) peut^tre dit : câm a$f/mfrtaie de la surface 2. 

Ge qui précède suffît pour faire reconnaître la surface 2 comme étant un hyper- 
bohnde à une nappe , mais en démontrant le théorème suivant : Tout plan coupe la 
$U9fqce 2 mhxmt une ieeîkm conique , nous achèverons de faire reconnaître l'identité. 

Théorèhe. Tcmi pUm coupe la surface 2 suivant une sedion conique. 

On soit {fig. TA) que si Ton a une section coniqye E et qu'on construise une 
courbe E' qui soit semblable et semblablement placée et concentrique à la 
courbe £, cette seconde courbe E' est une section conique. 

Gela posé : 

Si l'on a une section conique E et une courbe E' telle qu'en menant à E une 
tangente , le point de contaei m soit le milieu de la corde pV interceptée sur la 



■ 
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tangente par la courbe E', je dis que la courbe E' n'est autre qu'une section coni^ 

que semblable , semblablement placée et concentrique à la section conique E. 
f Et en effet : 

' Unissons le centre o de la section conique E avec le point q' en lequel la tan- 

r gente en m à la courbe E coupe la courbe E' ; le rayon vecteur oq' coupera E en 9. 

Menons par q une droite pq parallèle à la tangente m/, elle coupera E en p. 

Joignons et p, on aura un rayon vecteur qui viendra couper la tangente nuf en p\ 
Gela fait : on a par construction mqs=imp'] donc le point p' sera sur la courbe E', 
( puisque par hypothèse on doit avoir nufc=imp\ 

l Menons par le point p une tangente p'g à la section conique E , on aura par 

hypothèse gp'=:gr\ etc. On a donc : 

oqicpior : etc. ::oq' :op' : or' : etc. 

La courbe E' est donc semblable, semblablement placée et concentrique à la 
section conique E, la courbe E' est donc une section conique. 

Cela dit: 

Coupons le cône (», C) et la surface gauche et doublement réglée 2 {fig. 75) , 
7 par un plan quelconque Y. Ce plan coupera le cône suivant une section conique 

E, et la surface 1 suivant une courbe E/. Ce plan coupera la droite I en m et la 
droite G en q' et la droite H en p' ; et la droite p'mq' sera tangente en m à E. , et 
on aura évidemment mp'^=amq\ puisque la droite x,pcx^ est tangente au cercle C 
en X et que l'on a : xx=sxx,. 

Les courbes E. et E/ (fig. 75) seront donc entre elles comme les courbes E 
^ et E''{fig. 74); donc E/est une^ection conique. Vn plan coupe donc toujours la 

surface 2 suivant une section conique, et Ton peut obtenir, comme sqr iecône ,« 
les trois sections coniques eUipge , parabole , hyperbole. 

Les théorèmes 1 et 2 étant démontrés, nous allons faire voir comment le cône 
asymptote de Thyperboloide , setransformanten cet byperboloîde , un certain plan 
tangent au cône se transforme en un paraboloide (ou pUm gauche) tangent à Thy- 
perboloide. 

Prenons pour plan horizontal le plan X de là fig. 72 , et prenons pour plan ver- 
tical de projection un pian parallèle aux droites A et B. Alors nous aurons fig* 76 : 

Les droites A, A, , A. verticales et projetées sur le plan horizontal en les points 
A*, A*. , A\ ; le point A* étant au milieu de la droite A *A\ , laquelle sera^la pro- 
jection de la plus courte distance pq (fig. 72 ) existant entre les droites A, et B, , 
A, et B.. 

Les trois droites B, B. ,'B. se projetteront horizontalement suivant trois droites 
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parallèles entre elles B'^, B/, B\, et verticalement ces droites se projetteront 
suivant une seule et même droite B'^B^B^; les trois droites A, A , A, se projette- 
ront aussi verticalement en une seule et même droite A'^A'',A\ perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

Le cône oblique aura pour sommet le point s intersection des droites A et B 
et pour base le cercle C. 

L'hyperboloide à une nappe aura pour trace sur le plan horizontal le cercle D. 

Si Ton coupe ces deux surfaces (cône et hyperboloide) par un plan horizontal 
X^ on aura pour section dans le cône un cercle G' dont la projection G'^ sera 
tangente au cercle G au point A\ et pour section dans l'hyperboloide un cercle 
D' dont la projection D'^ passera par les points A\ et A\. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, si Ton mène par le point A^ une droite quel- 
conque 1^, on aura la projection horizontale d'une génératrice I du cône oblique ^ 
et si par le point A,^ on mène une droite G* parallèle à I\ on aura la projection 
horizontale d'une génératrice G de l'hyperboloide; et comme l'on sait que les 
droites I et G sont parallèles entre elles dans l'espace , il faudra que les projec- 
tions verticales V et G^ soient parallèles. 

Si nous désignons par R le rayon du cercle G , par R' celui du cercle C\ par p 
celui du cercle D. et par p celui du cercle *D', nous remarquerons (fig. 76) que 

les arcs bxei b'^x'^ sous-tendent l'angle. 6 A^a;, et que cet angle a son sommet sur 
l'une et l'autre circonférence G et G' (puisque son sommet est au point A^^ en4equel 
les deux cercles G et G' sont tangents l'un à Pautre) , on aura donc : 

arc bx : arc A'V* :: R : R' 

Il en est de même, pour les arcs bjf et 6/V* 4^' sous-tendent un même angle 

b^k^y^ l'un dans le cercle D et l'autre dans le cercle D', puisque cet angle a son 
sommet en un point commun aux deux circonférences D et D"; on aura donc aussi : 

arc bjd : arc 6/Y* : : p : p ou : : 6,A,* : 6/*A,* 

Et Ton doit remarquer que les cercles G et D , G' et D' sont concentriques et 
que les droites 6ji,*, bJ^Al" sont les diagonales des rectangles inscrits dans les 
cercles D et D'. 

Si nous concevons une suite de droites horizontales s' appuyant sur les droites 
A et I elles formeront un plan Z ; et si nous considérons une suite de droites 
horizontales s'appuyant sur les droites A, et G, elles formeront un paraboloïde 
hyperbolique ou plan gauche Z,. Et Ton doit remarquer que le plan X coupera le 

30 
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plan Z sumni une droite paastnt par le point x et coupera le paraboloidie Z^ sui- 
vant une droite passant par le point v[. 

On voit donc que lorsque Ton transforme le càue en lufperboUiiide en trans* 
portant A en A, et B en B,, on transforme la droite I en la droite G et le plan Z 
en lasur&ceZ,. 

Maintenant supposons que nous avons pris sur la plus courte distance eiistant 
entre kesdroites A, et B, ou A. et B. un point n tel que Ton a : 

ii*A * : A,*A.* ::v:v 

Menons par ce point n une droite A'^ parallèle au plan vertical de projection , et 
qui soit telle que A"'"" passe par le point s" en lequel se coupent les droites B'' et A^ 
et fasse avec B"" un angle a , tel que désignant par 6 l'angle que les droites B^ et A^ 
font entre elles, on aura: 

sina : sing :: V : v' 

Alors on sait que les trois droites A'', B, et A, seront placées dans Tespace de 
telle manière que si de chaque point 6. de la droite B, ou abaisse des perpendicu- 
laires sur A. et sur A'^, on aura, en désignant ces deux perpendiculaires, la 
première par 2p et la seconde par 2r : 

2r : 2p : : v : t;' 
ou 

r:p::v:v (4) 

Cela dit : 

Par le point », sommet du cône , menons une droite A' parallèle à A'', la droite 
B sera telle par rapport à A' et à A que si de chacun de ses points b on abaisse 
des perpendiculaires sur A et sur A^ on aura , en désignant ces deux perpendi- 
laires , la première par 2B et la seconde par 2p : 

2p:2K::v:v 
ou 

p:R::v:v' (2) 

Gela posé : 

Si nous considéronsles droites A et A' comme les axes d'un engrenage coni- 
que, si par le point ér du cercle G nous menons un plan perpendiculaire à Taxe A', 
et si nous traçons dans ce plan un cercle G, avec le rayon p et ayant son centre 
sur l'axe A", si nous supposons que le cercle G roule sur le cercle G., le pointa 
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engeadrera une épîcyoloîde sphéricfoe ^) et si nous faîAons la même chose pour 
chaque point de la droite B, on aura une suhe d'épicydoides sphériques ^'^ ^"y 
qui formeront un cône épicycloïdal ayant le point s pour sommet, et ce cône 
épicycloidal en tournant autour de Taxe A' conduira uniformément le plan Z 
en le faisant tourner autour de Faxe A, ainsi que pour la première fois, Hachette 
l'a démontré dans son TraUé des machines. 

Gela dit , si de chaque point b^ de la droite B. on mène des plans perpendicu- 
laires à l'axe A'', et que dans chacun d'eux on trace un cercle D, avec le rayon r, 
et ayant son centre sur J'axe A'", et si l'on suppose que le cercle D roule angu- 
lairement sur le cercle D,, le point b^ engendrera une épicydoîde annulaire 3, 
et chaque point de B, nous donnera ivie ^picycloide annulaire; ou aura donc 
une suite* d'épicycioîdes d, d^, i^y qui formeront une surface gauche A. 

Et en effet, la surface obtenue sera réglée fCSiV si l'on suppose que le point x 
est un point de l'épicycloïde sphérique f^ , tous les points x' de la droite I seront 
les points homologues des épicycloides sphériques ^% puisque les cercles C , G', 

auront roulé de la même quantité angulaire bX^'x. 

Et de même , si l'on suppose que le point 9 est un point de l'épicycloïde annu- 
laire d , tous les points y' de la droite G seront les points homologues des épicy- 
cloides annulaires d', puisque les cercles D , D", auront roulé de la même quantité 

angulaire A.A/y. 

Maintenant, lorsque deux surfaces. 9 et f' sont en contact par une ligne /, si 
Ton transforme 9 et (f en deux autres surfaces cp. et cp/, quel que soit le mode de 
transformation, on sait que 9. et 9/ seront en contact par une ligne /. transformée 
de/. 

Ainsi : V le cône épicycloïdal et le plan Z étant tangent suivant la droite I; 
^2" le plan Z se transformant en le paraboloïde Z. ; S"" la droite I se transformant 
en la droite G; 4"* le cône épicycloïdal se transformant en la surface gauche A; 
6" la surface gauche épicycloidale A et le plan gauche Z. ayant en commun la droite 
G ; on en conclut que ces deux surfaces gauches épUycUndales et paraboUHdes sont 
tangentes Fuite à l'autre suivant la droite G. 

Par conséquent , la sur&ce gauche et épicycloidale A en tournant uniformément 
autour de l'axe A'" conduira aussi uniformément le plan gauche Z. en le faisant 
tourner autour de l'axe A.. 

Remarquons : que lorsque Ton veut construire un engrenage conique sur les 
axes A et A', on' considère : 1* le cercle G roulant directement sur le cercle C. 
fixé à l'axe A'^ et son point b engendrant une éfHcycloîde sphérique, et que l'on 
doit considérer, 2"" le même cercle G comme roulant sur un cercle G, ayant le 
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point A^ pour centre et bA!" pour rayon et fixé dès lors à l'axa A ; et comme le 
cercle G a pour diamètre le rayon du cercle G,, la courbe donnée par le point b 
n'est autre que le rayon ftA*. 

Par les mêmes raisons, lorsque l'on construira un engrenage hyperboUndique 
sur les deux axes A, et A'', il faudra considérer d'abord le cercle D comme rou- 
lant d'abord sur le cercle D', fixé à l'axe A^', son point b^ engendrant une épicy- 
cloide annulaire ; et considérer ensuite le même cercle D comme roulant sur un 
cercle D. ayant le point A,* pour centre et pour rayon 6.A,* ; et la courbe donnée 
par le point b^ ne sera autre que le rayon 6,A,^. 

Ge sont toutes les droites horizontales telles que 6.A.^ données par les divers 
cercles horizontaux D 9 D',.... qui formeront le paraboloide ou plan gauche con- 
duit par la surface réglée et épicycloidale. Mais il faut démontrer que le plan 
gauche engendré par une droite se mouvant horizontalement sur A, et B, n'est 
autre que le plan gauche engendrée par une droite se mouvant horizontalement 
sur A, et G. 

Et en effet : 6/*A,^ est la projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s'appuyant sur B. et A.; fr.A,'^ est la projection d'une horizontale située sur le 
plan horizontal X et s'appuyant sur B. et A,. 

Ges deux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égal à l'angle 

De mème^ y'^X^^esi la projection d'une horizontale située dans le plan X' et 
s'appuyant sur G et A,; i/A.^ est la projection d'une horizontale située dans le 
plan horizontal X et s'appuyant sur G et A,. 

Ges deux horizontales comprennent entre elles un angle qui est égal à Tangle 

y^A^^ï: . 

Si 6.'*A,* arrivant en y'*A.\ 6,A,* arrive en même temps en i/A^ il sera démontré 
que les deux parabololdes sont identiques > en d'autres termes, qu'ils sont l'un et 
l'autre deux positions particulières de la même surface que l'on suppose avoir 
tourné autour de l'axe A,. 

Or,pourquecequivientd'êtreditaitlieUjilsuffitquelesangles6/^.Â.'^.t/^et6,.A,.y 

soient égaux ; et c'est cequi a lieu en efiTet, car : 4" l'angle A/*Ay estégalà Tangle 

6/''. A.'^.y^y puisque ces deux angles ont leurs sommets sur la même circonférence 

D'* et qu'ils sont sous-tendus par le même arc fr.'Y*> ^^ 2" l'angle ^.A,*.;/ est aussi 

égal à l'angle é^'*.A/.i/'* par les mêmes raisons. 

Tout ce qui précède nous démontre qu'il est possible de transmettre le mou- 
vement de rotation entre deux axes A. et A'' non situés dans un même plan , par 
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des surfaces analogues à celles employées pour transmettre le mouvement de 
rotation entre deux axes A' et A qui se coupent. Et en vertu des proportions (1) 
et (2) établies ci-dessus , on voit que les axes dans les deux systèmes d'engre- 
nages que nous venons de construire , systèmes qui sont la transformation l'un de 

l'autre, auraient des vitesses qui seraient dans un rapport constant et égal à -, (*). 

Ce qui précède nous conduit sans peine à voir comment on peut transformer 
un engrenage q/lindrique en un engrenage hyperbolmdique] et en effet : 

Concevons deux axes parallèles A et A' perpendiculaires à un plan P et perçant 
ce plan , le premier en un point o et le second en un point o^ 

Concevons la droite oo dans le plan P, et sur cette droite un point m tel que 

l'on aura : — =-.; v étant la vitesse de rotation de l'axe A et v celle de l'axe A'. 

Traçons dans le plan P deux cercles» l'un C ayant son centre au point o et 
pour rayon om , et l'autre C" ayant son centre au point o' et pour rayon om ; 
traçons dans ce même plan P et sur o'm comme diamètre un cercle D. 

Le cercle D roulant extérieurement au cercle C , le point m engendrera une 
épicycloîde plane d et le même cercle D roulant intérieurement sur le cercle C", 
le même point m engendrera le diamètre mo' que je désigne par d. 

Et si l'on imagine un cylindre A ayant la courbe d pour section droite et un 
plan Z passant par la droite d et l'axe A', le cylindre A conduira uniformément le 
plan Z ; on aura ainsi construit un engrenage ofUndrique à dent épicycloîdale et 
k flanc. 

Pour transformer cet engrenage cylindrique en un engrenage kyperbolcUdique qui 
soit son analogue parmi les engrenages que l'on peut construire et aptes à trans- 
mettre uniformément le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans 
un même plan, il suffit d'employer et de réaliser les considérations géométriques 
suivantes : 

Concevons par le point m une droite K perpendiculaire au plan P; et trois 
cylindres 2 9 2' et Q ayant pour sections droites respectives Jes^^erclesG, Cet D. 

Ces trois cylindres de révolution seront tangents l'un à l'autre suivant la 
droite K . 

Faisons tourner l'axe A' autour de la droite oo' pour le placer en A/. 



C) Dans TouTrage que j'ai publié en 1842 , et qai a pour titre Théorie géométrique des engrenages 
destinés à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes situés ou non dans un même plan , 
je n'ai point donné la tranafonnation, dont je Tiena de parler, d'nn engrenage conique ou cylindrique 
en un engrenage hyperbolotdique. 



/ 
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Faisons tourner Taxe A autour delà droite oo pour le placer en A.. 

Les deux droites A/ et A, ayant pour plus courte distance la droite oo\ et de 
plus ces deux droites étant telles qu'en faisant mouvoir sur Tune et l'autre et 
parallèlement au plan P une droite G , cette droite G s'appuie en toutes ses 
positions sur la droite K et engendre un paraboUnde ou plan gauche Z.. 

Si, par les droites A/ et K , on fait passer deux plans rectangulaires entre eux , 
ils se couperont suivant une droite I qui appartiendra à un hyperboloide à une 
nappe R. , dont les plans des sectioDs circulaires seront respectivement perpen- 
diculaires aux droites K et A/, ainsi qu'on l'a vu ci-dessus. 

Cela dit : 

ImaginonsuD hyperboloide à unenappe et de révolution R engendré par la droite K 
tournant autour de Taxe A,, si par un point x de la droite K on même un plan P 
perpendiculaire à Taxe A, , ce plan coupera l'hyperboloîde R suivant un cercle C,, 
et si par ce même point x on mène un plan parallèle au plan P, ce plan cou- 
pera Fhyperboloide R, suivant un cercle D. ; et ce cercle D, roulant angukdrement 
sur le cercle C. son point x engendrera une épiùycUnde annulaire y. 

Si, pour les divers points a;', x", etc. , de la droite K!*, nous exécutons des 

constructions semblables à la précédente, nous obtiendrons une suite (f épicycUidés 
annulaires y, y y y\^... etc., qui formeront une surface réglée ei épicydcMale A^ 
qui se mettra en contact avec le paraboloide Z. par une de ses génératrices 
droites. 

Il est évident que nous venons de construire un engrenage hyperbolcidique j en 
partant de l'engrenage cyliadrique, qui est identiquement le même que celui que 
nous avions construit précédemment en partant de l'engrenage conique. 

Ainsi , il est démontré que l'on peut transmettre le mouvement de rotation 
uniforme entre deux axes non situés dans un même plan , au moyen de dents 
terminées, pour l'une des roues par une surface épicyclmdale et réglée y et pour 
l'autre roue par une surface paraboloide hyperbolique. 

Et comme pour toute surface gauche ou réglée il suflfit de connaître trois 
directrices courbes , il nous suflBra , pour construire la surface épicycloîdale gauche , 
de déterminer trois épicycUAdes annulairesy^ y\ y\ et de faire mouvoir une droite 
sur ces trois courbes directrices. 

D'après ce qui précède , il sera facile d'exécuter l'^iire d'un engrenage bsgpsr- 
boloîque à flanc gauche, nouvel engrenage dont j'ai oublié de parler dans mon 
Traité sur les engrenages , lorsque j'ai donné plusieurs de ceux^au moyen desquels 
on pouvait transmettre, et utilement dans la pratique, le mouvement de rotation 
entre deux axe s non situés dans un même plan. 



i 
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§ JH. 

De l*empl(ri (Tun cercle roulani angûlairemenl sur un autre cercle , 

dans la construction des chemins de fer. 

PREMIER SYSTÈME. 

Concevons deux cercles horizontaux et concentriques C et C, (fiy, 77), et 

une droite sm^ ne passant pas par le centre o des deux cercles. On peut se pro- 
poser la question suivante : 

Étant donné un cône de révolution A dont te demi-'Ongle au sommet est égal à a , 
placer ce cône de manière» à ce quHl touche le plan des deux cercles C et C,, par une 
générairice droite dirigée suwani la ligne sm,, et de manière à ce que les deux cercles 
mq ei tnq, de ce cône A j qui touchent anguUdrement les cercles G et C, en les points m 
et m,, aient leurs rayons proportionnel» à ceux de ces mêmes cercles Cet G,. 

Solution. On mènera la droite mp perpendiculaire à sm^ et égale au rayon p du 
cercle G ; on mènera la droite m,p. perpendiculaire à «m, et égale au rayon p. du 
cercle G,; on unira les points p et p, par une droite qui coupera la droite donnée 
de position «m, , en un point Sj qui sera la position que le sommet du cône A 
devra occuper sur la droite sm,. 

Et en effet, les triangles smq et smp, smjq, et «m,p, seront semblables et l'on 
aura : 

tnq : m,ç. '• : p : p, . 

Dès lors, en supposant que le cercle mq roule angulairement sur le cercle C, 
Tangle que le plan du cercle mq du cône A fait avec la tangente en m au cercle C 
restant constant, dès lors, dis-ge, le cercle m,q, du cône A roulera aussi angu- 
lairement sur le cercle G,, l'angle que son plan feit avec la tangente en m, au 
cercle C, restant aussi constant. 

Si donc, on suppose que l'axe commun des deux cercles C et G, est fixe , le 
plan des deux cercles C et G. pouvant librement tourner autour de cet axe ; si 
l'on suppose aussi que l'axe du cône A est fixe, le cône A pouvant tourner 
librement autour deson axe ; en imprimant au cône A un mouvement de rotation 
autour de son axe , ce cône fera tourner les deux cercles ; et les couples de cercles 
C et mç, G. et m/f, rouleront angulairement l'un sur l'antre. 

Mais si le plan des cercles G et G, est fixe, et que dès lors le cône A doive 
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non-seulement tourner autour de son axe, mais encore autour de celui des cercles 
C et C,, le sommet s de ce cône A devant parcourir, dès lors, un cercle B con- 
centrique aux cercles C et G/, un pareil mouvement circulaire du 4:ône A ne 
pourra avoir lieu qu'au moyen d'ua mécanisme qui forcera le sommet s à par- 
courir le cercle B, et qui forcera en même temps la droite sm, à couper, sous 
un angle constant , le cercle C ou le cercle C^. 
Le mécanisme le plus simple que Ton puisse employer est évidemment le 

suivant : 

Plaçons i|n second cône A' (Jig. 77 ) identique au cône A de l'autre côté de la 
droite oa, , menée par le centre o et parallèlement à la droite «m„ et de manière 
à ce que les sommets s et s' des deux cônes A et A', soient sur une perpendicu- 
laire à la droite m, et à égale distance de cette droite. 

En supposant que les axes k et A' des cônes A et A' sont reliés Tun à l'autre 
d'une manière invariable, si Ton pousse le système de ces deux cônes sur le plan 
des deux cercles C et C. , les cercles tnq et mq rouleront angulairement sur le 
cercle C et aussi les cercles m,47;et m,'q' rouleront angulairement sur le cercle Q, 
et ce mouvement de rotation s'opérera géométriquement, sans que les ax^ A et A' 
changent de distance entre eux , en d'autres termes , le rectangle mm'm}n\ formé 
par les quatre points en lesquels les cercles G et C. sont touchés angulairement 
par les cercles mq, m'q, m,q„ m,'q! des cônes A et A\ ne changera pas de forme 
pendant le mouvement de rotation du double système conique, sur le plan des 
cercles C et C, . 

Nous venons de dire que le mouvement de rotation s'opérait géométriquement, 
et cela, quelle que fût la distance mm' entre les axes parallèles A et A' des cônes 
A et A', mais si l'on considérait le problème sous le point de vue mécanique , 
alors , cette distance mm' des axes A et A' ne serait plus arbitraire. 

Examinons le problème sous le point vue mécanique. 

Le système conique sera animé d'une vitesse V; comme il tourne circulairement, 
la force centrifuge se trouve développée à chaque instant du mouvement. Dési- 
gnons cette force par F et par r le rayon du cercle parcouru par le centre de 
gravité du système conique^ et supposons que le centre de gravité se projette sur 
le plan des cercles C et G, au milieu du rectangle mm'^ m,m'] désignons par 2d la 
distance mm entre les axes A et A", et par /la distance entre les points m et m,, 
m' et m/. 

Le cercle mq en roulant angulairement sur le cercle C développera un frotte- 
ment de rotdement angulaire, désignons cette résistance par/, et par/ celle donnée 
par le cercle mjq, roulant angulairement sur le cercle G,. 

Les frottements développés en m' par le cercle m'q roulant sur le cercle G, 



— 241 — 

eieû m/ par le cercle m'q' roulant sur le cercle C„ auront respectivement les 
mêmes valeurs que ceux développés en m et m.. 

Ces frottements seront dirigés suivant les tangentes en m et m' au cercle C et 
suivant les tangentes en m, et m/ au cercle G.. 

Les tangentes en met m' se couperont en un point y (fig. 78), sur la droite 
oa, et les tangentes en m. et m/ se couperont en un point y, située sur la même 
droite oa,. 

Et comme les frottements en m et m' sont égaux , leurs résultantes K sera 
perpendiculaire à oa., de même la résultante K, des frottements en m. et m/ sera 
perpendiculaire à oa,. 

Gela posé : 

Galculons les forces F, K et K,. 

Désignons par 6 l'angle que le rayon am (fig. 78) fait avec la droite oû„ et par 
S. l'angle que le rayon om, fait avec cette même droite. 
On aura : 

K=2./.cos6 
et 

K.=2./.cos6.. 



Et comme : cos6=: — et que : oî;= k om'-f-mt', on aura : 






(1) 



(4) 



Calculons la distance au centre o des points y et y, points d'application des 
résistances K et K, , nous aurons : 



om 






om" 



Calculons la distance au centre o du centre b du rectangle mmjrnm'. Ce 

31 
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point * étant la projection du oeotre de gravité du systène, on a«ra: 

m 

o6=(»+«6«iO+V/VHK) (3) 

ou 

Calculons yy, ; on aura 

Cherchons maintenant la résultante Z des forces parallèles K et K, et son 
point z d'application, nous aurons : 

Z = K+K.= I\/ v+ïr+ L.\/4^j^:^ (4) 

et 

y^-"^-- f y f y "- ''"^ 

P p. 

Et par suite 

oz=oy+yz=/^\/V+(f+ei ^ ^^ : (5) 

P P. 

PV 

On aura aussi : F= — ;= , le poids du système étant représenté par P, la vitesse 

par V, et 6b étant le rayon du cercle décrit par le centre de gravité, rayon que 
nous représenterons par h. 

Cela posé : 

En vertu de la force centrifuge le système conique est chassé sur le plan des 
cercles C et C, , et dans la direction du rayon de ces cercles , et il se développe 
en chacun des quatre points m^m\m,^m\ un frottement de glissement qui annu- 
lera la force centrifuge lorsque l'on aura : 



y^\/n.g.h (6) 

n étant le coefficient du frottement de glissement (coefficient dont la valeur dé- 
pend de la nature des matériaux), et g étant égal à 9^,%Q% (9 est ce que l'on est 
convenu d'appeler la gravité). 

On pourra donc calculer 06, ou le rayon h du cercle que doit parcourir le 
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centre ée gravité , pour que sous la Vitesse donné V on puisse laisser de «ôié ia 
force centrifuge (en d'antres termes, ne pas y avoir égard), puisqu'elle sera, à 
chaque instant du moovœient circulaire , détruite par le frottement de gHssement 
qu'dle tend à faire naître paraUélement i la droite ob. 

On connaîtra donc p ea fonction de ob^ de / et de cf, au moyen de l'équation (3) et 
Pi aussi en fonction de 06, de < et de rf, au moyen de l'équation ( 8 bis). 

Maintenant, pour que le système puisse tourner en cercle , il faut que la 
résistance Z ne passe pas par le centre de gravité du système, car alors^les c6nes 
chemineraient en ligne droite. H faut donc que oz ne soit pas égal à ob; de plus 
pour que le système tourne autour du point o, il faut que Ton ait 02<âS; et 
encore, il faut que pendant que le système tournera autour du centre o d'un 
angle-/, la force Z fasse tourner de ce même angle y le système autour de son 
centre de gravité 6. On devra donc avoir, en désignant par T la force de traction 
appliquée au centre de gravité b et agissant perpendiculairement à ob , 



ob. Tî=fe^Z 



0) 



Or ob est connu par l'équation (6) , T est donné à priori , Z est donné par 
l'équation (4) , et bz sera connu au moyen ides équations (3) et (5). 

L'équation (7) nous donnera dès lors une relation entre :/)/, p, p. » ^ et d, 
d'où l'on tirera d. 

Mais il faut connaître/ et/, et nous ignorons encore la valeur des coefficients 
des frottements de roulement angulaire , pour pouvoir appliquer cette théorie à la 
pratique des chemins de fer (^). 

Toutefois ce qui précède démontre que tel doit être le système pour que le 
frottement soit le minimum qu'il puisse être, c'est-à-dire un frottement de roule- 
ment angulaire. 

SEUXIÈIfE SrSTÊME. 

Imaginons deux cercles horizontaux et concentriques G et G. {fig. 79) , ces 
deux cercles étant dans un même plan P. 



(♦) Des expériences tendant à donner le coefficient du roulement angulaire seraient trèsiUiles , car 
ces sortes de frottement se présentent plus souvent qu^on ne le croit dans la pratique des arts 
industriele. 
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Concevons deux cônes égaux et de révoluUon B et B. ayant même axe A , et 
ayant une même base circulaire ; le cône B ayant son sommet au point ti (ii*, u") , 
et le cône B. ayant son sommet au point u. iu^, u:y, plaçons ces deux cônes sur 
les cercles C et C. de manière que le cône B louche, le cercle C en un point m 
(m\ nC) et que le cône B, touche le cercle C. en un point m, (m.*, m/) , la droite 
mm, ne passant pas, d'ailleurs , par le centre o des deux cercles C et C,. 

Gela posé , résolvons la question suivante : 

S(mquel angle doU-on incliner l'axe A pour que les cerdeê par tesqueU les canes B 
et B. {se mouvant simuUanémenî sur les cercles C et C.) aient des rayons proportionnels à 

ceux de cesmémes cercles C et C, ? 

Faisons passer par Taxe A, supposé d'abord horizontal, un plan vertical Q, 
ce plan coupera le cône B suivant une génératrice vk et le cône B, suivant une 
génératrice v,k, ces deux droites comprendront entre elles un certain angle «. 

En faisant mouvoir Taxe A du double cône dans le plan , le point k décrira 
un segment capable de l'angle a, puisqu'il faut que les arêtes vk et x,k passent 
toujours par les points m" et m,\ Décrivons le cercle D dont le centre sera en o, 
ce cercle D étant celui que le point k décrit. 

Abaissons du point k une perpendiculaire sur l'axe horizontal A, on aura le 
point /; et en inclinant l'axe A, le point / décrira un cercle D, ayant le point o pour 
centre et ol pour rayon ; et en toutes ses positions l'axe A sera tangent au cercle D, . 

Cela posé : 

Menons4)ar les points m et m, et dans le plan P des cercles C et C, des per- 
pendiculaires à la droite mm, , et prenons ces perpendiculaires respectivement 
égaies aux rayons p et p, des cercles C et C, , nous construirons le point s de la 
même manière que précédemment dans le premier système. 

Si par ce point s nous menons une droite A' tangente au cercle D, , nous aurons 
la position demandée de l'axe A. 

Et en effet : 

Si des points m' et m,^ nous abaissons des perpendiculaires sur A\ nous aurons 
les triangles s^'m'z, J'tvl'p et s^'m.^z, , tf^m^^pi qui seront semblables. 

En cette position , le double cône roulera angulairement sur les cercles C et C, , 
k le cercle du rayon mz roulant sur le cercle C et le cercle du rayon m,z roulant 

I sur le cercle C,. 

I Nous pourrons ensuite concevoir un second double cône; et ces deux doubles 

cônes symétriquement placés par rapport à un plan vertical passant par le 
centre o (les axes des deux systèmes coniques étant parallèles à ce plan) roule- 
ront librement et angulairement sur les deux cercles C et C». 

Et les calculs que nous avons faits pour le premier système se reproduiront pour 
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le deuxième système, car il est évident que les deux doubles cônes peuvent être 
considérés comme deux cônes simples; car le double premier cône peut être 
évidemment considéré comme uû cône simple ayant son sommet en « , et pour 
base le cetcXe du rayon mz où le cerde du rayon m^. 

Toutefois , il faut remarquer que l'on ne pourra plus calculer, le rayon ob du 
cercle décrit par le centre de grarvité sous la vitesse V par la formule (6). On devra 
le calculer par une nouvelle formule que nous allons établir ainsi qu'il suit : 

Le système du double cône pourra être remplacé par une sphère 2, ayant 
pour grand cercle le cercle D sur lequel se meut le point fc; et l'on pourra tou- 
jours supposer {fig, 80) que le centre de gravité est projeté en b milieu du 
rectangle formé par les quatre points d'appui, m, m'y m., m/ du système, sur les 
cercle C et Q. 

Dès lors, la force centrifuge agissant sur le centre de gravité e tendra à faire 
tourner la sphère 2 autour de son centre o\ et cette sphère frottera sur les points 
m et m.. En chacun de ces points, il se développera un frottement de glissement 
sous la pression N dirigée suivant le rayon de la sphère 2 passant le point 
considéré. 

Cette pression N sera &cile à calculer en fonction de l'angle d compris «ntre 
les deux rayons oW et om/, car le poids P agira verticalement et sa direction 
passera par le centre de gravité e et par suite par le centre o de la sphère 1 
en vertu de l'hypothèse faite, savoir : que le centre de gravité se projette au 
milieu du rectangle mm'mjn'. 

Il faudra donc, en désignant par F la force centrifuge, par r la distance oe, 
par R le rayon de la sphère 2, parn le coefficient de frottement, poser l'équa- 
tion : 

2.nN.R=F.r 
Et comme 

V.P' 



F = 



on aura: 



2n.N.R = 



r.P.V 



g.h 



pour l'équation demandée et qui, dans le deuxiètne système, doit remplacer l'équa- 
tion : Vs=s ]/n.g.k employée dans le premier système. 

Il est évident que la force centrifuge ne pouvant faire tourner la sphère 1 
autour de son centre , contrebalancée qu'elle sera par les frottements développés 
en les points d'appui m et m., le système pourra être considéré pendant son 
mouvement de rotation comme si cette force centrifuge n'existait pas. 
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Nous n'entrerons pas dans plus de détails à ce auget , n'ayant poist en vue 
ici de résoudre complètement le problème méotmiqne , nMtis ayant aeubraent 
voulu montrer quel parti on pourrait tirer des dispos! tions^ géamitri^tut qm 
conduisent à un système de cercles roulant angulairetnent sor un autre syslérae 
circulaire. 

§IV. 

Comme en examinant les propriétés des épicycloides annulaires , nous avons 
eu l'occasion de nous occuper de Thyperboloîde à une nappe, nous pensons qu'il 
ne sera pas hors de propos de donner la solution de divers problèmes les uns 
directement relatifs à l'hyperboloide, les autres où Ton est conduit pour les 
résoudre à employer Thyperboloïde. 

Problème 1 . La surface engendrée par tme droite n'ûpjpuyant sur irais dreites , non 
situées deux à deux dans rni même plan , est un kyperboUAde à une nappe. . 

Hachette est le premier qui a pensé à construire sur les trois droites données 
A , B, C ifig. 81) un parallélipipède, et de considérer le centre t) de ce paralléli- 
pipèdecommeToriginedescoordonnéeset les trois droites oÂ,,oB„ oC., respecti- 
vement parallèles aux trois droites données comme axes de coordonnées obliques. 
Cette considération lui a permis de parvenir avec facilité à une équation simple 
de la surface engendrée par une droite se mouvant -sur les trois droites données 
A,B,Cr). 

Profitant de la construction |[éométrique du paraliélipipède donnée par 
Hachette , et remarquant que les trois droites k\ B', C! sont trois positions de 
la droite génératrice, nous voyons que les plans (A, A') et (B, B') se coupent 
suivant une diagonale bb' du parallélipipède , et que dès lors le centre o est au 
milieu de bb'. 

Si donc nous coupons le système formé par les deux plans (A , A") et (B , B') 
et par les plans (A^ B"), (A. , B,) et (A", B) {jig. 82) par un plan quelconque X , mais 
parallèle à la droite bb'y nous obtiendrons un parallélogramme p(iqp\ et la droite 



(*) On doit faire remarquer qne «'est par Vumalyte de BesoarteB qtie HAcamrtB a àimstatré qne la 
surface engendrée par une droite e'afpnywit «v trois droites est on hyperboloide à one nappe , et que 
c'est an moyen de proportions qae X. Gascibaux a démontré le même théorème ; mais une solution 
donnée par les méthodes de la géométrie descriptive, et qui fût dans Tosprit de cette science, 
n'existaTt pas leneore lorsque j'ai développé dans mes cowrs , et il y a plusieurs années , la solution 
suivante. 



IP*^ 
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rr' sera parallèle aux droites pq' et pq, et de plus les points r et r' seront respec- 
tivement les milieux des droites pp' et q(/. Ce même pian X ne pourra pas être 
parallèle à la droite G,^ puisqfu'il est assujetti à être parallèle à la diagonale bb',, 
il coupera dès lors la droite G. en un point m qui ne pourra avoir que deux 
positions. 

Ge point m pourra : *• être situé entre les deux droiftes rp et çr* (fig. 83 ) , ou 
2^ èlre situé en dehors de ces droites {fig. 84): dans le premier cas on pourra 
construire une ellipse E ayant rr' pour diamètre et passant par le point m ; dans 
le deuxième cas on pourra construire une hyperbole (H , H') ayant rr' pour dis^- 
mètre et Tune de ses branches H' passant par le point m. 

Il est évident que l'on pourra toujours diriger le plan sécant X de manière à 
ce que le point m soit situé comme {fig. 83) entre les deux droites rp et rq. 

Gela posé : 

Remarquons que le système circulaire r^résenté {fig. 73) peut lacilemeiit être 
transformé en un système elliptique ; car il suffit de &ire passer, par chaque droite 
un plan vertical et par chaque cercle G et D un cylindre de révolution ; et de 
couper tout le système, ainsi obtenu dans l'espace, par un plan quelconque; les 
cylindres seront coupés suivant des ellipses semblables , semblablenent placées 
et concentriques, et les plais parallèles entre eux suivant des droites parallèles 
entre elles. 

Si donc ( fig. 85 ) ayant le parallélogramme P4p V ^^ l'ellipse E qui a rr' pour 
diamètre , on mène les droites rx et r'x se coupant en un point x de l'ellipse E ; 
puis si l'on mène par le point p la droite px, parallèle à r« et par le point q' la 
droite q'x^ parallèle à rx , les droites p'x^ et q'xt se couperont en un point Xi qui 
appartiendra à une ellipse E( passant* par les quatre sommeto du parallélogramme 
et qui sera semblable et semblablement placée et concentrique par rapport à 
l'ellipse E. 

Cela dit : 

Nous pourrons considérer (fig. 82 ) un €6ne ayant son sommet au point o et 
ayant pour base l'ellipse E^ etfaire passer par la droite A, un plan P et par la 
droite B. un plan Q, ces.plans étant tels qu'ils se coupent suivant une génératrice I 
du cône (o, E). 

Nous ferons ensuite passer par la droite A' un plan P, parallèle à P et par la 
droite B' un plan Q, parallèle à Q ; les deux plans P, et Q. se couperont suivant 
une droite G parallèle à I. 

Nous pourrons de même faire passer par la droite A un plan Q. parallèle à Q 
et par la droite B un plan P, parallèle à P; les deux plans P. et Q, se couperont 
suivant une droite H parallèle à I. 



• 
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£i comme ( fig. 85) les trois points a;.^ x, x, sont en ligne droite , et que cette 
droite est tangente eux k Tellipse E , il s'ensuit que les trois droites parall^es I, 
G , H seront dans un même plan T passant par le point o sommet du cône (o, E) 
et tangent à ce cône suivant la génératrice I. 

Nous pourrions reproduire ici, et identiquement, ce que nous avons dit 
lorsque le cône avait pour directrice un cercle ; il est donc bien démontré, sans 
avoir besoin de recourir à l'analyse , et en ne se servant que des méthodes de la 
géaméirie descriptive , que la surface engendrée par une droite se mouvant sur 
trois droites données est : 

1" Une surface doublement réglée ; 

2*" Qu'elle a un cône asymptote ; 

S*" Qu'un plan la coupe suivant une section conique; 

l"" Que tout plan coupe cette surfece réglée et son cône asymptote suivant deux 
sections coniques semblables , semblablement placées et concentriques; etc., etc. 

La surface que l'on obtient est donc un kyperbokide à une nappe. 

On peut généraliser la construction que nous venons de donner, et de la manière 
suivante (*). 

Concevons un cône 2 ayant un point s pour sommet et pour base une section 
conique E (ellipse, parabole ou hyperbole). 

Prenons deux génératrices droites quelconques G et G' sur ce cône 2; construi- 
sons les deux pians T et T' tangents à ce cône 2, Tun suivant G, l'autre 
suivant G'. • 

Ces deux plans T et T^ se couperont suivant une droite D passant pkr le 
sommet s. 

Prenons sur la droite D djeux points p et p^ équidistants du point 9, l'un à droite 
et l'autre à gauche de ce point s. 

Menons par le point p une droite A parallèle à G, et par le point p' une droite 
A' paralélle à G'. 

Cela fait , faisons passer par G un plan P et par G' un plan P", ces deux plans 
se coupant suivant une droite I génératrice droite du cône 2^ 

Faisons passer par la droite A un plan Q parallèle à P et par la droite A' un 
plan Q' parallèle à P"; ces deux plans Q et Q' se couperont suivant une droite K 
parallèle à I, et toutes les droites K formeront un hyperàçlàide à une nappe ayant 
le cône 2 pour cône asymptote. 



C) Foyex les notes sur les sorfaees gauches que jVi publiées dans le Bulletin de la Société philoma- 
tique, séances des l«r décembre 1832 et 2 mars , 22 juin , 10 août 18S3. 
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On peut, d'après ce qui précède , énoncer te théorème suivant : 

Étant données une section conique t (ellipse , parabole ou hyperbole) et deux 
tangentes 9 et 6, à cette courbe , ces tangentes se coupant en un point 9 et tou- 
chant la courbe e, savoir : 6 en un point x et 6, en un point x^ ; si sur 6 on prend 
deux points y et y, équidistants du point x et que l'on mène par chacun d'eux 
une parallèle à la corde ocx^ , savoir : D par le point y et D. par le point y.; la 
droite D coupera 6. en un point z et la droite D. coupera 9. en un point %,. 

Si par un point arbitraire m de la section conique s on mène les droites mx et 
mx^ j et que par le point y on mène une droite Y parallèle à mx et par le point y, 
une droite Y, parallèle à mx^, ces droites Y et Y. se couperont en un point n qui 
appartiendra à une section conique e, qui sera semblable, semblablement placée et 
concentrique à la courbe donnée e; et la courbe e, passera par les quatre points y y 
y^yzetz,. 

Pour démontrer géométriquement ^ au moyen des méthodes de la géométrie 
descriptive f que la surface engendrée par une droite s'appuyant sur trois droites 
non parallèles à un même plan, est un hyperboloîde à une nappe, nous avons 
considéré le paralléiipipède construit sur les trois droites données , et nous nous 
sommes appuyé sur ce que le centre de ce paralléiipipède était l'intersection des 
trois plans diagonaux de ce solide ; ces plans diagonaux étant déterminés respec- 
tivement par les droites parallèles A et A', B et B', G et G". Mais, sans employer 
le paralléiipipède, on peut démontrer directement que si l'on a trois droites A, 
B et G et que Ton construise trois nouvelles droites , savoir : 

A' parallèle à A et s'appuyant sur B et C, 
B' parallèle à B et s'appuyant sur A et G , 
G" parallèle à G et s'appuyant sur A et B. 
Les plans P déterminé par A et A", 

Q B et B', 

R C et G', 

se couperont en un point o qui sera équidistant : l"" des droites A et A'; 2'' des 
droites B et B"; et 3"* des droites G et G'. 

Nous pourrons toujours prendre les plans de projection de manière à ce 
que {fig. 86) la droite A soit perpendiculaire au plan horizontal et que la droite 
B soit parallèle au plan vertical. 

La droite A' parallèle à A et s appuyant sur B et C aura donc pour projection 
horizontale le point A'* en lequel se coupent B* et C*. 

La droite B' parallèle à B s'appuyant sur A et G aura donc sa projection B'* 
parallèle à B* et passant par le point A'^. 

32 
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La droite C parallèle à C et s' appuyant sur A et B aura doue sa projection 
horizontale G^ passant par le point A^ et parallèle à C\ 

Dès lors, sur le plan horizontal les droites parallèles fi^ et fi'\ G^ et C^ déter- 
mineront un parallélogramme A*; A''^, 2^, %^ ; et les poinU J" et %^ seront les 
projections horizontales dea points z et % en lesquels se coupent les droites B 
et C, B' et C. 

Le plan P passant par les droites A et A' sera, vertical , et il sara coupé par 
le plan Q passant par les droites B et B' suivant une droite I qui se projettera 
suivant la droite H' qui unit les points A^ et A'^. 

Cç même plan P sera coupé par le plan R passant par les droites C et C 
suivant une droite K qui se projettera suivant la même droite H'. 

Et les plans Q et R se couperont suivant une droite L passant par les points 
z et z et se projetant dès lors en la droite L* qui unit les points J" et z"". 

Or, les droites L^ I et K se couperont en un même point qui aura pour 
projection horizontale le point d'intersection des projections horizontales L^, l'^ 
et K*, c'est-à-dire le point 0* centre du parallélogramme A*, A'*, **, z'*. 

Le point sera (jonc également distants des droites A et A', B et B', C et G'. 

Problème 2. Couper un cône de révolution suxvani umelUpse dont les axes soient 
dans un rapport donné. 

Soit donné un cône de révolution A {fig. 87 ) ayant son axe A vertical et pour 
base le cercle B et le sommet de ce cône étant au point s \ on peut regarder ce cône 
comme le. cône asymptote d'une infinité d'hyperboloides de révolution et à une 
nappe ayant tous pour axe l'axe A et pour centre le point s. 

Pour construire un de ces hyperboloîdes, il suflSt de mener par le sommet s une 
droite I horizontale, ou, en d'autres termes, perpendiculaire à Taxe A; démener par 
cet axe un plan méridien M coupant le cône A suivant deux génératrices G et G, ; 
de prendre sur la droite 1 un point m arbitraire, et de mener par ce point m deux 
droites K et K. respectivement parallèles aux droites G et G, et qui en tournant 
autour de l'axe A engendreront un hyperboloîde de révolution , toutes les positions 
de K étant les génératrices du premier système , toutes les positions de K, étant 
les génératrices du deuxième système de cet hyperboloîde. 

Concevons cet hyperboloîde construit. 

Il est facile de couper un hyperboloîde à une nappe et de révolution par un 
plan suivant une ellipse dont les axes sont dans un rapport donné; et en effet : 

Si par le centre s de l'hyperboloîde on mène un plan coupant cette surface suivant 
une ellipse, le petit axe de cette ellipse sera toujours égal au rayon du cercle de 
gorge, quelle que soit la direction du plan sécant. 
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n suffira donc d'inclioér le plan sécant par rapport à Taxe A ou par rapport 
au plan du cercle de gorge , de manière à ce que le grand axe de la section dlip- 
tique soit au rayon du«ercle de gorge dans le rapport voulu. Et il sera facile , le 
rapport entre les axes étant ()onné, de construire' la longuenr de ce grand axe; 
et en effet : 

Ayant deux droites perpendiculaires entre elles (fig. 81)ob et oa dont le rap* 
poft est celui des axes de la section à chercher , on portera sur le petit côté ce 
une droite op égale au rayon m# du cercle de gorge , et en menant pq parallèle 
à 6a on aura en oq la longueur du grand axe de l'ellipse suivant lequd le plan 
passant par le centre s de Thyperboloide doit couper cette surface. 

It suffira donc de décrire du centrer et avec un rayon égal à oq une sphère, 
laquelle coupera l'hyperboloide suivant deux cerdes ou pamUéles i et if égaux 
entre eux et équidistants du cercle de gorge. 

Et tout plan tangent au cône A. ayant le cercle ou parailéle i pour base ^ le 
point 8 pour sommet coupera Thyperboloide suivant une ellipse dont les axes 

seront entre eux dans le rapport donné et égal à ~ ; et tout plan parallèle à l'un 

de ces plans coupera le cône donné A suivant une ellipse dont les axes seront 
dans le même rapport (*). 

Toutes les constructions graphiques sont exécutées sur la fig. 87, et, au 
moyen de la notation adoptée, il sera facile de lire sur V épure les diverses construc- 
tions graphiques à exécuter successivement à mesure qu'on lira les raisonnements 
géométriques précédents. 

Le problème que nous venons de résoudre peut être présenté sous un autre 
énoncé, savoir: 

Faire passer par une section conique E donnée par son tracé un cône de révolution 
dont l'angle au sommet soit égal à a. 

La solution du problème ainsi énoncé est facile au moyen de la focaie H de la 
section conique donné E. « 

Et en effet : 

Ayant construit la courbe focale H de fa section conique E , et se rappelant que 
la courbe H est une ellipse o\k une hyperbole, si la courbe donnée E est une hyperbole 



{*) Depuis enriron quinze ans , je donne dans mes cours la solntion de ce problème afin de montrer 
que certains problèmes relati£i an cône se résolyent plus facilement en remplaçant le cône par l'hy- 
perboloide , tont comme certains problèmes sur l'hyperboloide se résolrent plus facilement en rempla- 
çant lliyperboloide par son e6ne uywapMe , ainsi qa^aa Ta vu précédemment lorsqu'il s'est agi de 
démontrer que lliyperboloïde à une nappe était coupé par un plan suîTant une section conique. 
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ou une eUipêCy on deyra décrire sur le grand axe de l'ellipse E ou sur Taxe 
transverse de l'hyperbole E un segment capable de Tangle donné a; ce segment 
coupera Thyperbole focale Hou l'ellipse focale H en deux points qui seront les 
sommets de deux cônes de révolution satisfaisant à 1^ question. 

Toutefois, on doit remarquer que lorsque la section conique donatée E est une 
elUpse , la focale H étant une hyperbole , le problème est toujours possible , quelle 
que soit la grandeur de l'angle a. * 

Mais lorsque la section conique E est une hyperbole , la focale H étant une 
ellipse, l'angle donné a ne doit pas être plus grand que l'angle compris entre 
les deux droites menées de l'extrémité de Taxe vertical de la focale H aux deux 
sommets de l'hyperbole E; ou, en d'autres termes, ne doit pas être plus grand 
que l'angle des deux asymptotes de cette courbe E. 

Si la section conique donnée E est une parabole , la focale H est une parabole , 
et l'angle a peut être dans ce cas entièrement arbitraire, comme dans le cas où la 
section conique E était une ellipse (^). 

Problème 3. Par une seciUm conique donnée par son tracé ^ faire passer un hyper- 
boloide à une nappe et de révolution. 

Étant donnée une section conique e (ellipse, parabole ou hyperbole), on sait 
que Ton peut faire passer par cette courbe une infînité de cônes de révolution, 
et que pour cela faire il suffit de construire la focale H de la courbe e ; et l'on sait 
que chacun des points de celte focale pourra être considéré comme le sommet 
d'un cône, qui ayant e pour base, sera de révolution. 

Concevons donc la courbe e donnée et la focale H construite ; prenons sur H 
un point «, nous aurons le cône de révolution A ayant s pour sommet et e pour 
base. 

Unissons le centre o de la courbe e au point «, nous aurons une droite D. 

Tout plan parallèle au plan de la courbe e coupera le cône A suivant une section 
conique z semblable à la courbe e et ayant son centre o' situé sur la droite D. 

Nous pouvons considérer le cône A comme le cône asymptote d'une infinité 
d'byperboloîdes à une nappe et de révolution ayant leur centre en s et pour axe 
Taxe du cône A , et l'on sait que cet axe sera une droite A tangente en s à la 
focale H. 

Menons un plan T tangent au cône A suivant une droite G , et traçons dans le 



(*) Voyez mon Cours dé géométrie ieseriptivey lithographie pour les élèves de TÉcole centrale des 
arts et mannfactnres. 
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plan T une droite K parallèle à G. La droite K, en tournant autour de l'axe A , 
engendrera une surface de révolution qui ne sera autre qu'un hyperboloïde à 
une nappe ayant le cône A pour cône asymptote. 

La droite K percera le plan de la courbe e en un point x qui sera hors de cette 
courbe; faisons glisser la droite K et la droite G le long de la droite D et parallè- 
lement à elle-même , cette droite K prendra dans l'espace diverses positions K', 
K^\... lesquelles seront parallèles entre elles , et perceront le plan de la courbe € 

respectivement aux points x\ x\ et tous ces points seront sur une droite B, 

qui ne sera autre que l'intersection du plan de la courbe e et d'un plan P passant 
par la droite K et mené parallèlement à la droite D; ce plan P sera parallèle au 
plan qui contient G et D, donc la droite B sera parallèle à la droite og. Cette 
droite B coupera la courbe s en deux points ou lui sera tangente en un point ou 
ne la rencontrera pas. 

Si par l'un des points de rencontre de la droite B et de la courbe e, on mène 
une droite K, parallèle à K, et que l'on fasse tourner cette droite K. autour de 
Taxe A , elle engendrera un hyperboloïde de révolution qui sera coupé par le plan 
de la courbe e suivant cette courbe e elle-même; et cela doit être puisque des 
plans parallèles coupent une surface du second degré suivant des courbes 
semblables. 

On voit donc que l'on pourra faire passer par la courbe s une infinité d'hy- 
perboloîdes à une nappe et de révolution^ ayant la droite D pour droite diamé- 
trale commune, car Ton peut prendre pour point x un point tellement placé 
sur H^, trace du plan T, que la droite B parallèle à la droite og coupe en deux 
points ou touche en un point la courbe e. 

Lorsque la droite B coupera la courbe e en deux points , c'est que l'on pourra 
construire deux hyperboloides ayant des cercles de gorge égaux, mais séparés, 
ou, en d'autres termes, situés respectivement dans deux plans parallèles, ces 
deux surfaces se pénétrant d'ailleurs suivant la courbe e. 

Lorsque la droite B touchera la courbe e » c'est que les deux hyperboloides se 
réduiront à un seul. 

Et lorsque la droite B ne rencontrera pas la courbe e» c'est que pour le cône 
considéré et qui a son sommet au point «, on ne peut pas construire un 
hyperboloïde ayant pour rayon de son cercle de gorge la plus courte distance 
existant entre les droites G et K; la droite K sera trop éloignée de la droite G; 
il faudra dès lors rapprocher le point x du point 9, ou, en d'autres termes, 
prendre la droite K plus près de la droite G, pour que l'hyperboloïde puisse 
exister. 
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Sur V épure {fig. 88), toutes les constructions sont exécutées, et au moyen de 
la noiaîim adoptée il est facile de les lire. 

Les divers hyperboloîdes de révolution qui passent par la section conique 
donnée e {fig. 88) et qui ont pour cône asymptote un cône parallèle au cône A , 
lequel a son sommet au point 9 et pour axe la tangente A en ce point s à la focale H , 
jouissent d'une propriété remarquable et que je vais faire connaître. 

Concevons d'abord (fig. 89) un cône A de révolution dont Taxe A est vertical et 
ayant son sommet au point 9 et ayant pour base le cercle B et dont le demi-angle 
au sommet soit représenté par a ; en faisant glisser ce cône A parallèlement à 
lui-même ( son sommet se mouvant sur l'axe A ) en transportant le sommet s en ê\ 
os étant égal à os', on aura un nouveau cône A' qui aura pour base sur le plan 
horizontal le même cercle B. 

Ces deux cônes A et A' peuvent être considérées comme deux hyperboloîdes 
dont le rayon du cercle de gorge serait nul. 

Par le cercle B nous pourrons faire passer un fayperboloîde 2. ayant le cercle B 
pour cercle de gOrge et dont la courbe méridienne sera une hyperbole dont les 
asymptotes comprendront entre elles un angle égal à 2a ; dès lors le cône A ayant 
glissé parallèlement à lui-même (son sommet s' étant transporté en o, centre du 
cercle B)en la position A. , et en cette nouvelle position A., ce cône sera asymptote 
à rhyperboloîdel,. 

Si l'on conçoit une suite d' hyperboloîdes de révolution ayant Taxe A pour axe 
commun et ayant chacun pour cône asymptote un cône dont le demi-angle au 
sommet soit égal à a et passant tous par le cercle B, je dis que le lieu de tous 
leurs cercles de gorge sera un ellipsoïde de révolution dont Téquateur sera le 
cercle B et dont les sommets seront les points s eis. 

Et en effet : 

Désignant par R le rayon du cercle B base du cône A , et par h la hauteur du 
sommet s du cône au-dessus du plan de la base B ; on aura : 

R 

~ = tang a , 

Si nous prenons Taxe A pour axe des y et la trace H" du plan méridien M 
parallèle au plan vertical de projection ( fig. 89) pour axe des x, l'origine des coor- 
données étant alors au centre o du cercle B, l'équation d'une hyperbole 2, tracée 
dans le plan méridien M ( cette courbe 2. ayant son centre Sn sur l'axe A , son axe 
imaginaire dirigé suivant l'axe A et ses asymptotes faisant entre elles an angle 
égal à 2a) sera : 
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p' p^ tang* a 



(1) 



6 représentant la distance du centre %,. de cette hyperbole 2, au centre s du 
cerde B , et p représentant Taxe réel de cette même courbe 2.. 

p et 6 seront donc les coordonnées du point m» sommet de Thyperboie 2,, et si 
Ton établit que cette hyperbole 2, passe par le point m, du cercle B , ou en d'autres 
termes que l'hyperboloïde de révolution ( engendré par cette courbe \ tournant 
autour de l'axe A) passe par le cercle B, il faudra dans l'équation (1) faire a:= R 
et t/:=:0; dès lors : 

R] 6' 

V 
OU 

" ; (2) 



= i 



p' tang' a 
Rotang" a = 6'+p'tang 



sera l'équation du lieu des divers somm^^ m», des diverses hyperboles 2,. Cette 
équation (2) est celle d'une ellipse ayant le point o pour centre et pour axes : 
R et (R. tanga). 

Par conséquent, le lieu des cercles de gorge des divers hyperboloîdes qui 
passent par le cercle B, qui ont tous pour axe l'axe A et dont les cônes asymp- 
totes sont tous égaux entre eux et ont le demi-angle au sommet égal à a, est un 
ellipsaide de révolution ayant le cercle B pour équateur et pour sommets les points 
s et /. 

Cela établi, résolvons le problème général , et supposons qu'au lieu d'un cercle 
B on a une section conique e. 

1^ Supposons d'abord que la section conique e est une ellipse. 

Concevons le cône A (^î^. 90) de révolution ayant pour base l'ellipse e et ayant 
pour sommet le point s de la focale ( hyperbole) H. 

L'axe A du cône A sera , comme on sait , la tangente en « à l'hyperbole H. 

Si Ton mène un plan tangent T au cône A la trace horizontale de ce plan 
( prenant pour plan horizontal de projection le plan de la courbe e et pour plan 
vertical de projection le plan de la focale H ) sera tangente à la courbe s , et si 
dans ce plan T on mène une droite K parallèle à la génératrice G de contact 
du plan T et du cône A , en faisant tourner cette droite K autour de l'axe A , on 
aura un hyperboloide à une nappe et de révolution ayant le cône A pour cône 
asymptote. • 

On peut donc , pour engendrer cet hyperboloide , prendre un plan tangent 
arbitraire, et dès lors supposer que l'on opère par rapport à la génératrice G du 
cône A passant par le sommet ^ (extrémité du grand axe) de rellîpse donnée e. 
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Dès lors, la plus courte distance entre les droites G et K sera égale à For- 
donnée de Tellipse e parallèle au petit axe de cette ellipse, et pour le point en 
lequel K^ coupera cetfe ellipse e; et si, par la droite D qui unit le sommet s du 
cône A et le centre o de Tellipse e, on mène un plan Q perpendiculaire au plan 
vertical de projection , il nous suffira de connaître dans ce plan Q le lieu l des 
points en lesquels les cercles de gorge des divers hyperboloides qui sont assujetties 
à passer par l'ellipse e, sont coupés par ce plan Q pour connaître la surface lieu 
de ces divers cercles de gorge. 

Or, prenant la droite D pour axe des abscisses p, et le petit axe de l'ellipse e 
pour axe des ordonnées y, on voit que les abscisses p seront aux abscisses x 
de Tellipse e (comptées sur le grand axe og) dans un rapport constant^ on peut 
donc écrire : p=im . x. 

Et dès lors, il suffira de remplacer dans l'équation 

^" . y" 

de Tellipse e, x par — ; et Ton aura : 



m'a' ' b' 
pour le lieu Ç. 

Il est donc évident que le lieu des divers cercles de gorge sera un ellipsoïde non 
de révolution ayant la droite D pour ligne dianiétrale conjuguée des cercles de 
gorge dont les plans seront perpendiculaires à l'axe A. 

2"* Supposons que la courbe e est une hyperboley 

La focale de cette hyperbole sera une ellipse H {fig. 9i ). 

En faisant les mêmes raisonnements que précédemment et des calculs ana- 
logues , on trouvera que la courbe l est une hyperbole ayant pour axe réel la 
droite ss comptée sur D, « et s' étant les sommets des deux cônes qui passent 
par l'hyperbole e. 

Dès lors , le lieu des cercles de gorge sera un hyperbol&ide à deux nappes non 
de révolution. 

S"* Supposons que la courbe e est une parabole. 

La focale de cette parabole sera une parabole H {fig. 92). 

La droite D sera parallèle à Taxe infini de la parabole e, et l'on trouvera que la 
courbe l est une parabole identique à la parabole £ et ayant la droite D pour axe 
infini. 

Le lieu des cercles de gorge sera donc un paraboUnde elliptique. 



— 267 — 

Si Ton cherche la courbe $, située dans le plan de la focale qui se trouve être 
le lieu des points en lesquels les divers cercles de gorge sont coupés par le plan 
de cette focale , on verra que : 

1** Dans le cas où la courbe e est une ellipse ; ^, sera une ellipse ayant son centre 
en Of et ayant pour diamètres conjugués, d'abord ss' dirigé sur la droite D et 
ensuite une droite qui passant par le point osera dirigée perpendiculairement à 
Taxe A et sera égale au petit axe de Tellipse c ; 

2'' Dans le cas où la courbe e est une hyperbole ; ^. sera une hyperbole ayant son 
centre en o , et pour diamètres conjugués , d'abord ss' dirigée sur la droite D 
(et Ion aura le diamètre réel de la courbe ^,) et ensuite une droite qui passant 
par le point o sera dirigée perpendiculairement à l'axe A et sera égale à l'axe ima- 
ginaire de l'hyperbole e (et l'on aura le diamètre imaginaire de la courbé ^,) ; 

3* Dans le cas où la courbe e est une parabole ; Ç. sera une parabole ayant la 
droite D pour diamètre infini et ayant pour tangente au point s une droite 
perpendiculaire à l'axe A. 

En sorte que dans les trois cas le plan tangent au point ^ à la surface ellipsoïde 
ou hyperboldide à deux nappes ou parabolcïde elliptique {lieu des cercles de gorge 
des divers hyperboloîdes à une nappe passant par la même section conique e) sera 
perpendiculaire à l'axe A . 

Problème 4. Élani donnés un hyperboldide à une nappe et un point, mener par ce 
point un plan qui coupe la surface suivant une parabole dont l'axe infini passe par ce 
même point. 

Concevons l'axe A d'un hyperboloïde 2 , cet axe A étant perpendiculaire au plan 
horizontal P; désignons par o le centre et par A le cône asymptote de la surface 
2; enfin désignons par s le point donné. Tout plan passant par le point s coupera 
les surfaces 2 et A suivant deux sections coniques semblables et semblablement 
placées et concentriques. 

Si donc le plan sécant Q coupe le cône A suivant une parabole e, ce même 
plan Q coupera la surface 2 suivant une parabole qui sera identique à e; les deux 
sections (paraboles) auront même paramètre p et même droite D pour axe infini. 
Le problème proposé est donc ramené au problème suivant : 

Étant donnés un point s et un cône A » couper ce cône par un plmi Q passant par le 
point s , et dirigé dans l'espace de telle manière que la section sdt une parabole e Amt 
l'axe infini D passe par le point s. 

Pour qu'un plan coupe un cône suivant une parabole, il faut qu'il soit parallèle 
à Tune des génératrices droites de ce cône. 

33 
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Si donc Ton onit le sommet o du c6ne A au poînl s par une droite B , et si i'ou 
liait glisser le otoe A parallèlemeiit i hii*mème , son sommet o parcourant la 
droite B, lorsque ce sommet o sera en 9 , le cône A aura pris la position A, , et 
tout plan Q tangent à A, coupera le cône A suivant une parabole c ; et la généra- 
trice droite G contact du plan Q et du cône A, sera le diamètre infini de la courbe 
de section e. 

H faut donc chercher quel est , parmi tous les plans tangents Q, celui qui donne 
une droite G telle qu'elle soit, non un diamètre infini, mais l'axe infini de la 
section e. 

Si l'on prolonge la droite G jusqu'à sa rencontre avec le cône A , on aura un 
point X pour lequel la tangente à la courbe c, section du cône* A par le plan Q, 
sera la droite i intersection du plan Q et du plan T tangent en x au cône A. 

Pour que la droite G soit Taxe infini de la parabole e, il faut que la droite 1 
soit perpendiculaire à la droite G. 

Il faudra donc chercher, parmi les couples de droites G et ^, celui pour lequel 
ces deux droites se coupent sous l'angle droit. 

Première solution. Supposons Taxe A du cône A vertical et le plan de base 
horizontal, on aura pour la base du cône A une ellipse X. 

Si l'on mène la droite D qui unit le point donné s et le sommet du cône A, 
cette droite D viendra percer le plan horizontal en un point d ; et $i par la droite D 
l'on mène un plan Y, ce plan coupera le cône A suivanl deux génératrices droites K 
et K.<p]i viendront percer la courbe X, la première au point ft et la deuxième au 
point &,, et les trois points A:, k, et d seront en ligne droite. En sorte que si par les 
deux points k et k, on mène des tangentes et S, à l'ellipse X , ces droites se 
couperont en un point r qui sera le pôle de l'ellipse X par rapport ii h polaire kdk,. 
Et par rapport au pôle d on aura une droite R, Heu des points r, qui sera la 
polaire de la courbe X. 

Les deux plans (0, 9) et (0, 6.) seront tangents au cône A suivant les droites 
K et K, , et ces plans tangents se couperont suivant une droite or qui sera 
parallèle à la droite r, lorsque G sera parallèle à K et que dès lors K, passera par 
le point X. 

Il faut donc déterminer la position du point r sur la droite R pour lequel la 
droite or sera perpendiculaire à la droite K : c'est ce que l'on peut faire de la 
manière suivante : 

Dîms le pian (0, 8) tangent au cône A suivant la droite K , et par le sommet 
de ce cône menons une droite I perpendiculaire à K; cette droite I viendra couper 
la droite 9 trace du plan tangent (o, 9) sur le plan de la base X en un point r. 

Tous les points v formeront une courbe d, et le point v en lequel la droite R 
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coupera i sera celui qui donnera une solution du problème ; car il suCfira de 
mener par ce point v une tangente 6' à la base X et le plan mené par le point s 
parallèlement au plan tangent (o, B') coupera le cône A suivant une parabole 
dont l'axe inGni passera par le point s. 

Autant il y aura de point v' de rencontre de la droite R et de là courbe d, 
autant il y aura de solutions du problème. 

H n'est pas sans intérêt de connaître la nature géométrique de la courbe d; 
nous allons donc chercher son équation. 

Il est évident qu'au lieu de mener par le sommet o du cône A unie droite I qui , 
située dans le plan tangent (o, 6), sera perpendiculaire à la génératrice de 
contact K, on peut mener par ce point o un plan Z perpendiculaire à la droite K, 
et la trace horizontale H' de ce plan Z coupera la trace horizontale 6 du plan 
tangent en un point qui ne sera autre que le point v trouvé ci-dessus comme 
rencontre des droites I et 0. 

Cela posé : 

Les équations de rdlipse X seront, en prenant Taxe A du cône A pour axe 
des z et le plan de la courbe X pour plan des xeiy^ 

Les équations d'une génératrice droite K du cône A seront : 

X — a?'= . z 

c 

en désignant par c la distance du sommet o au plan des {x,y). 

L'équation du plan Z passant par le sommet o, et perpendiculaire à la droite K, 
sera : 

[z — c)C'-xaf — yy'=0 

La trace horizontale H' aura pour équations: 



zasO et apa?'+yjf'-Hc*=rO 



(1) 



L'équation de la tangente e au point de Tellipse X dont les coordonnées sont 
X et tj est : 



6* ■*" a' 



m 



— 260 — 
On a de plus Féquation de condition : 



j* •.» 



puisque le point dont les coordonnées sont x' et y' est sur la courbe X. 

En éliminant x et y entre les équations (1), (2) et (3), on aura une équation 
en a; et y qui sera celle du lieu cherché et ainsi de la courbe d lieu des points v. 
L'élimination étant eflecluée, on arrive à l'équation 

(N»— PV)y'+MV=0 (4) 

en posant : 

Discutons Téquation (4) (qui est celle de la courbe d) afin de reconnaître la 

Tormede cette courbe; et pour faciliter cette discussion, écrivons Téquation (4) 

sous la forme : 

Mx 
y^±-y=== (5) 

y sera imaginaire pour toutes les valeurs positives et négatives de x pour 

lesquelles on aura : P;r> N. 

N 
Lorsque P'a:^=:N', on a x=i± p et j^ est infini. Si Ton met Téquation (5) sous 

la forme : 

y=± — 7== (6) 



V/-!" 



On voit que x augmentant , y va en diminuant jusqu'à ce que enfin, pour 
x=oc, on ay = dz-5-. 

De plus, il est évident que la courbe représentée par l'équation (5) est symé- 
trique par rapport à l'axe des x, tant du côté des x positifs que des^c négatifs , et 
aussi par rapport à l'axe des y, tant du côté des y positifs que des y négatifs. 

L'équation (6) peut s'écrire sous la forme : 

Ny+MV=PVy' (7) 



_^ *• 



— 261 — 
Et alors on voit que la courbe a deux asymptotes parallèles à Taxe des y doul 

M 

les équations sont y==iz^ , et deux asymptotes parallèles à Taxe des x dont les 

équations sont x = àz-. 

La forme de la courbe 3 donnée par Téquation (4) sera donc celle repré- 
sentée par la fig. 93. Toutefois, il peut arriver que les asymptotes des quatre 
branches dont la courbe i est formée coupent Tellipse X. 

Examinons donc ce qui peut arriver à ce sujet. 

Les deux asymptotes parallèles à Taxe des x ont pour équations : 

»=±p (8) 

Supposons que le grand axe de Tellipse X est dirigé suivant Taxe des x, on 
aura : a>6. 

L'équation (8) donnera , en remplaçant M et P par leurs valeurs en a et 6 
et c. 

t(a' 4- c») 

^ ^ a' — 6* 

M 

Si Ton a p^>6, Tasymptote ne coupera pasTellipse X; 

Si Ton a p < 6 , Tasymptote coupera l'ellipse X ; 

Si Ton a p = 6 , Tasymptote sera tangente à rellipsc. 

Or, en posant 1 inégalité ^,_y = ^ 

On voit que comme Ton a établi que a est plus grand que 6, on aura toujours 

p>*. 

Donc les deux asymptotes parallèles à Taxe des x ne rencontreront jamais 
Tellipse X. 

Mais il n'en sera pas de même pour les deux asymptotes parallèles à Taxe des y ; 
car si Ton pose: y 

N > 



ou 



— - — • = a 

a'— 6* < 



On voit que t/a'—b' est précisément l'excentricilé e de l'ellipse X, et que 
p^/t'+c' est égal à la génératrice L comprise entre le sommet du cAne A ci 
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Étani donné un cône A, ayant son sommet en un point s et pour base ou directrice 
une section conique S, trouver j parmi toutes les génératrices droites de ce cône ài , ceUe$ 
qui coupent sous l'angle droit la courbe S. 

Pour résoudre ce problème, il suffira d'abaisser du sommet s une perpendi- 
culaire N sur le plan de la courbe 6; la droite N percera le plan de 6 en un 
point n , et l'on mènera par ce point n des normales à la courbe S. Chacun des 
points en lesquels ces normales perceront la courbe S sera précisément le point x 
sommet de la parabole demandée et dont Taxe infini passera par le point s. 

Or, par un point n situé sur le plan d'une section conique 6^ on peut toujours 
mener deux normales à cette courbe S (et on n'en peut mener que deux) que le 
IM)int n soit situé en dedans ou en dehors de la courbe €. 

Le problème proposé a donc toujours deux solutions, lorsque le point s ne 
sera pas situé sur le cône A. 

Lorsque le point s sera sur le cône A, alors le cône A, ne coupera plus le 
cône A, mais lui sera tangent tout le long de la génératrice droite D passant par 
le point s. 

On construira le plan T tangent au cône Asuivant la droite D, et il faudra chercher 
parmi tous les plans Q tangents au cône A.» celui qui coupera le plan T suivant 
une droite t perpaidiculaire à la génératrice de contact G du plan Q et du cône A, . 

Dans ce cas particulier, il faudra employer la première solution et considérer 
le cône ayant son sommet au point o sommet du cône A et pour base la courbe 
à quatre branches d. 

La construction devra s'exécuter de la manière suivante : 

On prolongera la droite D , et elle viendra couper la base elliptique X du cône A 
en un point d; en ce point d on mènera la tangente y à l'ellipse X, et cette 
droite y coupera la courbe d en deux points; mais si la droite y est parallèle aux 
asymptotes parallèles soit au petit axe, soit au grand axe deTellipse X, ou si, 
en d'autres termes, la droite y est tangente à la courbe X en l'une des extrémités 
de son grand axe ou de son petit axe, alors le plan Qest facile à construire, car 
sa trace horizontale sera perpendiculaire à l'un des axes de i'ellipse X. Dans ce 
cas, il n'y aurait, à rigoureusement parler, qu'une seule solution ou trois solu- 
tions : une seule solution si les asymptotes de la courbe d parallèle au petit axe 
de Tellipse X ne coupent pas ou touchent cette courbe X, et trois solutions si 
ces asymptotes coupent la courbe X ; mais la génératrice D peut cependant ôirc* 
considérée dans ce cas comme une seconde solution , ou comme une quatrième 
solution. 

Mais si cela n'a pas lieu, et dès lors hormis le cas particulier précédent, on 
mènera de chacun des deux points en lesquels la courbe S est coupée par la 
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droile 7 des tangentes et 0. à i'eliipse X , et le plan Q aura deux positions : dans 
l'une il sera parallèle au plan (0, 9) tangent au cône A, dans Tautre il sera 
parallèle au plan (0 , 6.) aussi tangent au cône A. 

Ainsi, quelle que soit la position du point «, on peut dire que le problème 
aura toujours au moins deux solutions. 

Problème 5. Étant données une surface de révolution 1 par son axe A et sa courbe 
méridienne ty et ayant construit la courbe de contact 6 d'un cône ^ et delà sutface 2; 
supposant que la courbe 6 est projetée sur le plan fnéridien passant par te sommet s du 
cône A , en une courbe g"", on demande de construire la tangente en un point quelconque 
de ë\ 

V On sait que la courbe de contact d'un cône tangent à une surface du second 
degré est une courbe plane ; 

S*" On sait que lorsque le sommet du cône tangent est situé sur un plan dia- 
métrai principal de la surface du second degré, le plan de la courbe de contact 
est perpendiculaire à ce plan diamétral ; 

3' Pour construire la courbe de contact d'un cône et d'une surface de révolu- 
tion y on détermine successivement les points de cette courbe situés sur la suite 
des parallèles de la surface de révolution , en remplaçant pour chaque parallèle C 
la surface de révolution données par une surface de révolution B. plus simple, 
et telle que les deux surfaces B. et 1 soient tangentes Tune à Taulre suivant le 
cercle ou parallèle C, 

Et alors les deux surfaces 1 et B. doivent être considérées comme ayant rigou- 
reusement en commun non-seulement le parallèle G, mais encore un second pa- 
rallèle C infiniment voisin du premier parallèle C ; car deux surfaces en contact 
suivant une ligne ont réellement en commun non pas seulement cette ligne, mais 
bien une zone superficielle et élémentaire. 

On peut donc dire que pour construire un point de la courbe de contact 6, 
on considère et on doit considérer deux cercles ou parallèles successifs et infini- 
ment voisins C et C^ 

Ainsi, pour construire le point de la courbe 6 situé sur un paraUèle C, on 
emploie une surface auxiliaire simple et de révolution B, ayant un contact du 
premier ordre avec la surface générale 2 et tout le long du cercle C. 

5*" Pour construire la tangente en un point m de la courbe de contact 6, il 
faudra donc construire deux points m et m' successifs de 6, puisque la tangente 
en m n'est autre que l'élément rectiligne mm' de cette courbe 6 et supposé pro- 
longé indéfiniment. 

On devra donc considérer trois parallèles successifs ou infiniment voisins 



— 265 — 

C y G'; C!\ et par suite on devra remplacer la surface •générale 1 pour le paral- 
lèle G , par une surface auxiliaire simple et de révolution B, ayant un contact 
du second ordre avec la surface Z et tout le long du parallèle G ; 

&* Si Ton voulait construire pour le point m de la courbe de contact 6, le plan 
osculateur de cette courbe 6, il faudrait considérer quatre parallèles successifs 
ou infiniment voisins G, G', G'^G'^', et par suite une surface (plus simple que la 
surface 2) de révolution B, ayant un contact du troisième ordre avec la surface 
générale 2 et tout le long de G. 

Gela posé : 

1** Pour construire le point m de la courbe de contact S situé sur un parallèle G, 
on construit un cône de révolution B. tangent à la surface 2 suivant le parallèle 
G y parce que l'on peut facilement construire le plan T tangent au cône B. , ce 
plan T étant assujetti à passer par le sommet du cône A; 

2** Pour construire la tangente au point m de la courbe g , il faudrait construire 
un ellipsoïde de révolution ou un hyperboloide à une nappe et de révolution B,, 
ayant un contact du second ordre avec la surface 2 tout le long du parallèle G. 

Or, là construction de cette surface du second degré B, ne peut être effectuée 
que de la manière suivante : 

Désignant par e la courbe méridienne de la surface 2 et par A l'axe de révolu- 
tion de cette surface 2, il faudra, au point x en lequel le parallèle G coupe la 
méridienne e, construire une section conique H ayant l'un de ses axes dirigé 
suivant l'axe A, et ayant en x un contact du second ordre avec la méridienne e. 

Dès lors, la section conique H en tournant autour de l'axe A engendrera une 
surface du second degré et de révolution 2, ayant un contact du second ordre 
avec la surface 2 tout le long du parallèle G. 

Et dès lors , construisant la courbe de contact de la surface 2. et d'un cône A. 
ayant pour sommet le sommet du cône A , on obtiendra une courbe plane 6. dont 
le plan viendra couper le plan tangent en m à la surface 2 suivant la tangente 
en m soit à la courbe 6, soit à la courbe 6.; car il est évident que les deux 
courbes 6 et 6. seront tangentes l'une à l'autre au point m. 

Mais en ce point m, les deux courbes 6 et 6. n'ont qu'un contact du premier 
ordre, quoique les surfaces 2 et 2, aient un contact du second ordre. Gela a lieu 
parce que les deux cônes A et A, n'ont qu'un contact du premier ordre tout le 
long de la génératrice droite qui leur est commune et qui passe par le point m. 

La solution du problème dépend donc de la possibilité ou de l'impossibilité 
de construire la section conique H satisfaisant aux conditions imposées. 

Or, la courbe H peut toujours être construite, quelle que soit la courbe 
méridienne e. 

34 
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£i en effel : cinq oondkians détermineot une section conique. 

Or, dire que la courbe H a en a: un ocmtact du second ordre ayec la court>e 
méridienne c , c'est supposer que la courbe H passe par trois points successifs 
ou infiniment voisins x y x\ x" de la courbe méridienne e. 

Or, pour que la courbe H ait son centre sur l'axe A, et Tun de ses axes dirigé 
suivant cet axe A, il faut admettre que cette courbe H passe par les trois nouveaux 
points y, y\ \f' intersection des trois parallèles successifs C , C, C" par te plan 
de la courbe méridienne e. 

Or, Ton sait que si Ton se donne six points x et y, x et i/', x et y" tels que 
les cordes xy^ xy\ x'y' soient parallèles et coupées en parties égales par une 
droite A qui leur est perpendiculaire, on peut toujours faire passer par les 
six points une section conique, laquelle évidemment satisfera aux conditions 
imposées précédemment, si toutefois les points x, x\ x' sont trois points successifs 
ou infiniment voisins. 

Gela dit : 

Remarquons que pour le point x la courbe méridienne peut tourner sa con- 
cavité ou sa convexité du côté de Taxe A. Si la courbe e tourne sa concavité, la 
courbe H sera une ellipse et la surface 2. un ellipsoïde de révolution. Si la 
courbe e tourne sa convexité, la courbe H sera une hyperbole ayant son axe 
imaginaire dirigé suivant Taxe A , et dès lors la surface 2, sera un hyperboloïde 
à une nappe et de révolution. 

Appliquons ce qui précède à la solution du problème énoncé. 

Soit e la courbe méridienne tracée dans un plan parallèle au plan verti-* 
cal {jig, 94); soit « le sommet du cône A tangent à la surface Z engendrée par la 
courbe e tournant autour de Taxe A. 

La projection S* de la courbe g contact du cône A et de la surface 1 étant 
construite, on demande de construire la tangente C au point m'' de g"". 

Par le point nC on mènera une droite C perpendiculaire à A^ qui viendra 
couper e"" en un point x^. On construira en x^ TeHipse ou Thyperbole H"" aiyattt 
en x" un contact du second ordre avec e^ et dont le centre sera sur A"", l'un des 
axes de cette courbe H^ étant dirigé suivant k\ 

Par le point *' on mènera deux tangentes (f et 9/ à fe courbe 11% et en unissant 
leS' deux points de contact n^ et «/ on aura une droite qui passera par le peint 
nC et sera tangeni» en ce point à la courbe g\ 

On sait que la courbe g'' vient couper la courbe e' en deux points y^ et y/ en 
lesquels cette courbe €* s'arrête brusquement en tant que Ton considère g'' 
comme la projection de la courbe g de l'espace; mais l'on sait que si l'on consi- 
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dére r oonime une oMrbe géométrique plane» elle se prolange au delà de ces 
points \f et y/. 

On demande de construire la tangente au point if de T; on sait que la construc- 
tion de cette tangente dépend du plan oscuiateur U au point t/ de 6; car si Ton 
connaît le plan U comme il sera perpendiculaire au plan méridieïi e, sa trace 
sur le plan vertical de projection donnera la tangente au point tf de T. 

Or, jusqu'à présent on n'a pas résolu le problème relatif à la constrctioïi du 
plan oscuiateur en ce point if lorsque 6 est une courbe de contact de deux sur- 
faces. On n'a encore résolu le^probléme de la bonstruction du plan oscuiateur 
que lorsque la courbe 6 est l'intersection de deux surfaces ayant un plan dia- 
métral Y principal et commun et que la courbe 6 est projetée sur ce plan Y (*). 

En vertu de ce qui a été dit précédemment , la construction du plan oscuia- 
teur U n'offrira aucune difficulté lorsque la courbe 6 est une courbe de contact. 

Et en effet : 

Pour construire uà point m de la courbe 6, il faut considérer deux cercles 
successifs C et G'; pour construire la tangente en m, il faut considérer trois 
cercles successifs G» G' et G''; pour construire le plan oscuiateur en m, ou, en 
d'autres termes , pour construire deux tangentes successives en m , il faut con- 
sidérer quatre cercles successifs G, G', G" et C". 

Mais pour le point y^ la tangente i est perpendiculaire au plan méridien e, 
et c'est la tangente il successive de t que l'on cherche. Or, comme t est perpen- 
diculaire au plan méridien , on voit que les quatre cercles successifs que l'on 
devrait considérer se réduisent à trois, et que par conséquent' il suffira de 
construire une surface 2, dont la courbe méridienne H aura seulement un contact 
du second ordre au point y avec la courbe e, et non un contact du troisième 
ordre. En sorte que la construction de la tangente au point y^ de r sera identi- 
quement la même que celle de la tangente en un point courant nC de g^. 

On peut généraliser tout ce qui précède , et de la manière suivante : 

On sait que par trois sections coniques G , G^, G^' semblables et semblablement 
placées et dont les centres sont sur une droite D et dont les plans sont parallèles , 
on peut toujours faire passer une surface du second degré, et qu'on n'en peut 
faire passer qu'une. 

Gela posé : 

Goncevons une surface 2 engendrée par une section conique G dont lé plan 
se meuve parallèlement à lui-même, le centre de la courbe G se mouvant sur une 



(*) Et ainsi dans Véyure où Ton détermine les projections de l'intersection de denx nrfaces ée mto- 
lution dont les axes se coupent. 
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droite D, cette courbe C changeant d'ailleurs de grandeur, tout en restant 
semblable à elle-mdme; si Ton mène par la droite D un plan P, ce plan coupera 
les diverses courbes G, G , G., G,,.... (qui sont dans l'espace les diverses posi- 
tions de la courbe génératrice G) en des points p 9 p., p,, P,i"" qui formeront une 
courbe e que Ton pourra regarder comme la directrice de la génératrice mobile 
et variable de paramétres C. 

Goncevons dans l'espace un point s sommet d'un cône A tangent à la surface! 
suivant une courbe S. 

On pourra toujours construire en un point md» la courbe 6 la tangente à cette 
courbe , au moyen des considérations suivantes : 

Si l'on conçoit en m les trois courbes génératrices successives ou infiniment 
voisines G, G', C", on pourra toujours, par ces trois courbes, faire passer une 
surface du second degré 2. qui aura dés lors un contact du second ordre avec la 
surface 2 et tout le long de la courbe G. 

Et si l'on construit la courbe de contact 6, de 1, et d'un cône A. ayant le point s 
pour sommet, les deux courbes g et 6. auront un contact du premier ordre en m. 

Or, la courbe g, est plane; donc le plan de g. coupera le plan T tangent en m 
à la surface 1 suivant la tangente en m à la courbe g. 

Il sera toujours facile de construire la surface du second degré 2. , car il suffira 
de construire , au point p en lequel la directrice e de la surface 2 est coupée par le 
parallèle G passant par le point m, la section conique H ayant un contact du 
second ordre avec e , et ayant son centre situé sur la droite D et de plus cette droite 
D et la droite K qui unit le centre de la courbe génératrice G et le point p étant un 
système conjugué; ainsi Ksera la corde et D le diamètre ^ conjugués l'un à l'autre. 

De la constrtictùm de la tangente à la projection ^ de la courbe S intersection de deux surfaces 

de révolution dont les axes se rencontrent . 

G'est ici le lieu de faire quelques observations sur la^ construction de 
la tangente 6" en un point ih' de la projection verticale de la courbe S'y inter- 
section de deux surfaces de révolution 2 et 2, , dont les axes A. et A, se coupent, 
le plan vertical de projection étant le plan des axes de ces deux surfaces. 

On sait que pour construire cette tangente B", on emploie le plan des normales 
N et N. menées au point m, la première à la surface 2 et la seconde à la surface 2i 
et que la trace du plan (N, N.) sur le plan (A, A.) n'est autre que la droite qui 
unit le point n en lequel l'axe A est coupé par la normale N , avec le point n, en 
lequel Taxe A, est coupé par la normale N,; et la tangente 9'' cherchée est per- 
pendiculaire à la droite (n, »,). 
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Les divers auteurs ont appliqué cette méthode à tous les points de la courbe d% 
et aussi au point x en lequel la courbe 3 perce le plan des axes (A, A.), ce point a; 
étant dès lors celui en lequel se coupent les courbes méridiennes des surfaces 2 
et 2, (ces courbes méridiennes étant situées dans le plan des axes qui est un plan 
méridien commun aux deux surfaces de révolution), et ils n'ont point , à ce que je 
crois, expliqué d'une manière suffisamment nette pourquoi cette méthode était 
exacte, lorsqu'on l'appliquait à un point tout particulier, tel qu'est le point x. 

A la première vue, on serait porté à croire, au contraire, que pour ce point x 
la méthode n'est point rigoureuse. 

Et en effet : 

Concevons deux parallèles successifs et infiniment voisins C et C! de la sur- 
face 2, le cercle C coupera la courbe 3 en un point p, et le cercle C coupera 
cette même courl>e en un point p' et les deux points p et p' seront deux points suc- 
cessifs et infiniment voisins de la courbe d et l'élément rectiligne .pp' étant pro- 
longé donnera la tangente au point p de la courbe d. 

Toutes les normales menées à la surface 2 par les divers points du parallèle C 
couperont l'axe A, et en un même point 9; toutes les normales menées à la 
surface 2 par les divers points du parallèle C! couperont Taxe A, et en un même 
point q\ 

Et ces points q et q' seront distincts entre eux; Us seront deux points suc- 
cesifs et infiniment voisins de l'axe A. 

Or, pour construire la tangente en un point p de la courbe d, on n'a besoin 
de mener une normale à la surface 2 que par le point p; par conséquent la 
trace sur le plan des axes de tout plan passant par la droite N , passera par le 
point q, point qui est rigoureusement déterminé. 

Mais si l'on voulait construire la tangente au point p de la courbe d , ce point p' 
étant le successif et infiniment voisin du point p, et si dès lors on voulait 
construire la tangente 9^ de la courbe d successive et infiniment voisine de la 
tangente 9 au point p,^on devrait mener par le point p une normale N^ à la sur- 
face 2 9 laquelle couperait l'axe A au points/' qui serait le successif et infiniment 
voisin du point q sur la droite A , et la trace sur le plan des axes de tout plan 
passant par la normale N' passerait par le point q. 

Et ce que nous venons de dire pour deux points quelconques successifs et infi- 
niment voisins, p et p'de la courbe 3, peut se dire pour le pointx situé sur le plan 
des axes et son successifs qui est hors de ce plan, et comme la tangente au 
point X est perpendiculaire au plan des axes, on est obligé de construire sa tangente 
sucessive 9' qui n'est autre que la tangente au point successif x delà courbe 3. 

Et y alors la trace du p^an des normales ne passera pas par le point q en lequel la 
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normale N au point x de la courbe d coupe l'axe Â, mais par le point (^^ en lequel 
la normale N' au point x' de d coupe cet axe A. 

On serait donc tenté de regarder la construction de la tangente au pointer comme 
approximative , puisque Ton fait passer la trace du plan des normales parle point 
qj et non par le point 9' infiniment voisin de 9, comme ce qui précède semble 
nous y obliger. 

Cependant pour ce point x tout particulier de la courbe d, la construction de 
la tangente est rigoureuse , parce que pour ce point x il arrive que les deux points 
q et q se confondent en un seul point, ou en d'autres termes, c'est que pour le 
point X de la courbe d les normales N au point x et N' au point infiniment voisin 
X (ces normales étant menées à la surface 2) se coupent, tandis que pour tous 
les autres points de la courbe d, les deux normales successives à la surface 2 ne^e 
coupent pas. En d'autres termes, encore, c'est que la $urfecegauctie0 formée 
par les diverses normales à la surface 1 et qui ont pour directrice la courbe 9, se 
trouve avoir une courbure développable tout le long de la normale menée par le 
point X , et ainsi tout le long de la normale située dans te plan des axes des deux 
surfaces de révolution considérées. 

Et en effet : 

La courbe d est symétrique par rapport au plan des axes , l'axe Â est une droite 
de striction pour la surface gauche , cette surface est donc symétrique par rap- 
port au plan des axes. 

Si je construis au point x de la courbe d le cercle osculateur y, son plan sera 
perpendiculaire au plan des axes et son centre sera sur le plan des axes; on 
pourra donc construire un cône osculateur à la surface 0, tout le long de la nor- 
male au point Xy et ce cône sera symétrique par rapport au plan des axes, et son 
sommet sera au point en lequel h normale menée au point x coupe Paxe A. On a 
donc , en vertu de ce que la courbe 3 est symétriqiie par rapport au plan des axes, 
en ce cercle y un cercle osculateur ayant , non pas seulement un contact du second 
ordre avec la courbe 3, mais un contact du troisième ordre, par conséquent la 
surface gauche a quatre génératrices droites successives et inflmment voisines, 
qui viennent se couper en un même point de l'axe A. 

El c'est parce que la surface est développable tout le long de sa génératrice 
droite située dans le plan des axes, que la construction de la tangente au point x 
de la courbe 3, par la méthode du plan des normales , est rigoureusement exacte. 
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§ V. 



Nouvelles propriétés des parabolaides hyperboliques. 



Lorsque l'on a deux droites dans l'espace A et \,\ et que Ton divise en parties 

égales ces deux droites par des points 1 , 2,3, i , 5 , également espacés sur 

A et par des points i\ 2\ â^, 4', 5\ aus&i également espacés^ sur A' (les divisions 

de A étant égales ou non à celles de A') on sait que si Ton unit les pointe 1, 1' et 

2, 2' et 3, 3', etc., par des droites G,, G,, G,, ou forme un paraboloide 

hyperbolique 2. 

Si Ton unissait les points 1 , 2' et 2 , 3' et 3 , 4', etc. par des droites G/, G'„ 

G,', on formerait nn nouveau paraboloide hyperbolique 2'; si de même on 

unissait les points 1 , 3' et 2, 4' et 3 , 5' etc., par des droites G/', G/', G/' etc., on 
formerait encore un nouveau paraboloide hyperbolique 2f\ 

Car Ton peut, en faisant mouvoir une droite D sur deux droites A et A' ( non 
situées dans un même plan ) parallèlement à un plan P, engendrer une infinité de 
paraboloîdes hyperboliques en faisant varier la position de ce plan P. Tous ces 
paraboloïdes se couperont suivant les deux droites A et A' et auront tous un plan 
directeur commun qui sera le plan Q parallèleaux droites directrices A et A'; et 
chaque position du plan P sera celle du second plan directeur d'un des parabo- 
loïdes. 

Gela posé : 

Concevons trois droites parallèles entre elles D , A , B (fig. 95) , et tracéesr dans 
un même plan. Prenons sur D un points; divisons la droite B en parties égales 
par les points a\ b\ c', cT, 

Unissons le point «avec chacun de ces points de division , a, b\ c'yd!, les 

divergentes du point j» couperont la droite A en des points a , b, c, d, qui 

seront tels, qu'ils diviseront aussi en parties égales la droite A. Ainsi, aymt 
sur B, aA'=5AV = c'd'=;etc, on aura sur A, a6=6c=crf=etc. 

Unissons Maintenant le point a' de B avec le point 6 de A , par une droite coti* 
pant D en s\ 

Si on mène par les pointe b\c\ cf, de B des droites allant converger en s\ 

ces droites couperont la droite A en des points qui ne seront autres que les points 
c, d, etc. déjà placés sur cette droite A. Et en effet: les trois droites «V, sb\ sV, 
coupent A en les pointe À , c., d., 

Les deux triangles s^bc^ et sc^b' sont semblables. 

Les deux triangles «ofr et sa'b' sont semblables. 
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Les triangles ont leurs sommets s et «'situés sur une droite D parallèle à leurs 
bases situées pour les uns sur A, pour les autres sur B, mais A et B sont parallèles. 

On a donc évidemment ab=bc dont le point c, n'est autre que le point c. 
Donc etc. 

On sait aussi , que si Ton a (fig. 96) deux droites parallèles A, et B, et qu'on 
les divise en parties égales par des parallèles équidistantes K, K,, K., K,, K^^ en 
unissant : i*" les points a et b'y b et c\ c et d'y etc. ; on aura une suite de droites 
parallèles entre elles K/, K/, K,', etc.; en unissant S"" les pointsa et c\ b et d", det e", 
on aura encore une suite de droites parallèles entre elles K/', K/', K/\ etc. 

Cela posé : 

Concevons trois plans rectangulaires entre eux P, Q et R se coupant suivant 
trois droites X, Y , Z^ la droite X étant l'intersection des plans P et Q, la droite 
Y étant l'intersection des plans P et R et la droite Z étant l'intersection des plans 
QetR. 

Prenons le plan P pour plan horizontal de projection ; P et R seront deux plans 
verticaux de projection. 

X sera la ligne de terre pour les plans P etQ. 

Y Sera la ligne de terre pour les plans P et R. 

Dès lors et employant nos notations, si Ton a dans Tespacedeux droites parallèles 
aux plans Q et désignées par A et A", leurs projections A'^ et A'* sur le plan P 
seront parallèles à Z ; et leurs projections A"" et A'^'sur le plan Q se couperont en 
un point o. 

Prenons les positions de A et A' telles que: si du point o on mène dans le plan 
Q une droite Z. parallèle à Z , les points en lesquels le plan P sera coupé par les 
droites Z, , A et A' se trouvent en ligne droite. 

D'après ce que l'on sait, si l'on fait mouvoir une droite G sur A et A' parallèle- 
ment au plan P, si cette droite G en ses diverses positions divise Ta droite A' en 
parties égales, elledivisera aussi la droite A en parties égales, et l'on aura un para- 
boloide hyperbolique 2 dont le sommet sera au point o situé sur le plan Q et dont 
l'axe infini l passera par le sommet o et sera parallèle à la droite X intersection des 
deux plans directeurs P et Q. L'axe infini l du paraboloide 2 sera donc situé dans 
le plan Q. 

Et les diverses génératrices G du paraboloide 1 se projetteront sur le plan R 
suivant des parallèles à la droite Y, et diviseront les droites A"^' et A'^' en parties 
égales ainsi que cela est indiqué sur h fig. 96, pour les droites K, K,, K., etc. 
qui divisent les droites A, et B, respectivement en parties égales. 

Et ces mêmes génératrices G se projetteront sur le plan P suivant des droites 
(qui divergeant du point s en lequel ladroite Z. coupe la droite X) diviseronten par- 
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tieségalesles droites A^et A'\ ainsi que cela a lieu fig. 95 pour les droites parallèles 
A et B et les droites qui divergent du point s. 

Gela posé : 

Si l'on mène par la droite X un plan P', faisant avec le plan Q un angle a et avec 
le plan P un angle g complémentaire de a » et si Ton mène à ce plan P' une suite 
de plans parallèles et équidistants entre eux P/, P/, P,', ces divers plans cou- 
peront les droites A et A^ en des points qui seront équidislants entre eux , ou en 
d'autres termes, qui diviseront ces droites A et A' en parties égales. 

Dès lors les droites G/, G/, G,' qui passeront par les points.de divisions et seront 
parallèles au plan P' se projetteront sur le plan R suivant des parallèles équidis- 
tantes et faisant un angle 6 avec la droite Y (ainsi que cela a lieu pour les droites 
K/, K/, K/, etc. fig. 96) et diviseront A"" et A'"" en parties égales. 

Et ces mêmes droites G/, G/, G/, se projetteront sur le plan P suivant des droites 
qui diviseront en parties égales les droites A^ et A'^ et concourront en un point 
8^ ; comme en la fig. 95 , et le point s' ainsi que le point $ devront en vertu de ce 
qui a été dit ci-dessus être situés sur une droite parallèle à A'^ et A''^ et dès lors ce 
point «'sera situé sur la droite X. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si Ton a un paraboloide hyperbolique 2, et que par son axe infini \ on mène 
deux plans Q, et P. respectivement parallèles aux génératrices du premier et du 
deuxième système. Si l'on prend deux génératrices du premier système A et A' 
parallèles au plan Q. , on pourra par ces deux droites A et A' faire passer une 

infinité de parabololdes hyperboliques 2', 2", 2"', qui auront respecliveinenl 

pour second plan directeur l'un des plans P/, P,", P/", lesquels passeront 

tous par Taxe Ç, ces divers paraboloides ayant le plan Q. pour plan directeur 
commun. 

Les sommets de ces divers paraboloides et leurs axes infinis ^^ l'\ ^'"'seront tous 
situés dans le plan Q. et ces axes seront parallèles entre eux et à l'axe i du para- 
boloide 2. 

Maintenant je dis que les sommets o^ o, d\ o'\....^ des divers paraboloides 2 , 
2', t'y t'\ seront sur une droite située dans le plan Q,. 

En effet : 

On sait que lorsque Ton a un paraboloide hyperbolique 2 ayant deux plans 
directeurs P et Q se coupant suivant une droite X et sous un angle arbitraire a, 
si Ton mène un plan R perpendiculaire à P et Q et coupant P suivant une droite 
Y et coupant Q suivant une droite Z, les deux génératrices de systèmes différents 
q ui se croisent au sommet o du paraboloide sont respectivement parallèles aux 
droites Z et Y, et dès lors sont dans le plan qui, mené par le sommet o^ serait per- 

35 
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pendicuUire à la droite X y ou, en d'autres termes^ perpendiculaire à Taxe infini Ç 
du paraboloide, ou , en d'auires termes , encore parallèle au plan R. 

Par conséquent le plan Q. étant un plan directeur commun et tous les sommets 
o, o\ o\ o"', des divers paraboioides 2, ïy 2", 2'" étant dans ce plan, toutes les 
g^ératriccs du premier système (parallèles à Q. ) qui passent respect! t^ment par 
ces divers sommets o, o\ o",..,. seront dans le plan Q. et seront parallèles à Z, et 
toutes les génératrices du deuxième système (parallèles respectivement à P., P/, 
P/') et qui passent respectivement par les sommets a, o'j o", o"' seront parallèles 
att plan R. 

Toutes ces génératrices formeront donc un paraboloide A ayant les plans Q, 
et R pour plans directeurs et les droites A et A' pour dirpctrices. 

Or, toutes les génératrices du système parallèle an plan R pour le parabo4oîde 
A coupent le plan Q, en des points qui sont sur une génératrice de A apparte- 
nant au système de génératrices droites parallèles au plan Q. , donc tous les 

sommets o, o\ o'\ des divers paraboioides S, l\2^'y sont sur une droite 

située dans le plan Q,. Et il sera toujours facile de construire cette droite, par la 
considération du paraboloïde A. 



§ VI. 



Lorsque nous avons parlé des épicycloîdes annulaires, nous avons eu Tocca- 
sion «d'examiner deux systèmes qui étaient tels que l'un d'eux était la transforma- 
Hon de l'autre. Dans l'un des systèmes, ily avait un plan qui se trouvait représenté 
dans l'autre système par un plan gauche ou paraboloide hyperbolique; nous allons 
examiner un second système dans lequel la même chose a lieu. 

Cet examen ne sera pas sans intérêt , parce que les transformations sont fré- 
quemment employées en géométrie descriptivey ainsi que nous l'avons déjà dit, 
comme moyen ou méthode de recherche. 

Concevons {figl 97 ), un cône de révolution ayant pour axe la droite A et pour 
base le cercle G et son sommet étant en un point s^. 

Imaginons un second cône ayant le même cercle G pour base et son sommet 
situé en s sur l'axe A. 

Si par un point m de G et par l'axe A on fait passer un plan méridien P, ce plan 
coupera les deux cônes suivant deux génératrices G et G. qui feront entre elles 
un angle droit ou un angle arbitraire a ; de sorte que les demi-angles au sommet 
6 et 6, des deux cônes f"*, G^ et (^, , G) seront ou ne seront pas complémentaires 
l'un de l'autre. 



à 
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Traçons sur le côiie(<', , C) ane section eonioue e. 

Cette courbe e sera coupée par la génératrice 6, en un point x. 

Menons par â; une droite K paralléleà 6 y elle coupera Taxe A en un point p. 

Opérant de la même manière pour tous les points x de la courbe e, on aura une 
suite de droites K qui formeront une surface gauche 2 engendrée par une droite 
K se mouvant sur Taxe A , sur la courbe e et parallèlement au cône («, G ). 

Concevons la tangente teu m au cercle C. 

Traçons la tangente 8 en rc à la courbe e. 

Si nous menons une droite sn dans le plan tangent au cône (9, C), lequel plan 
passe par r et G, si nous unissons le point n, en lequel se coupent les droites $n 
et I , au point $, sommet du premier cône, cette droite coupera en un point y y et si 
par y nous menons une droite L parallèle à sn, elle coupera Taxe A en un point q. 

Opérant pour tous les points de la droite t comme nous venons de le faire pour 
le point n , nous obtiendrons une suite de droites L s'appuyant sur Taie A et sur 
9 et étant toutes parallèles au plan tangent ( f , G). 

La surface A , lieu des droites L ^ sera donc un paraboloide hyperbolique ayant A 
et 6 pour directrices et le plan tangent (t, G) pour plan directeur. 

Ainsi le plan (/» G) est transformé en un paraboloide A , et le cdne(«, C) se 
trouve transformé en une surface gauche 2. 

Et comme dans tout mode de transformation , deux surfaces tangentes restent 
tangentes après leur transformation, on voit que le plan (t. G) étant tangent au 
cône (», C) suivant la droite G, le paraboloîde A tranrfarmé du plan (^, G) sera 
tangent à la surface 1 transformée du cône («, C ) tout le long de la droite K trms- 
formée de la génératrice droite G du cône ( » , C ). 

Cela dit : 

Supposons d'abord que les deux cônes (s, C)et(9,,C) soient deux cônes égaux 
et tels dès lorsqu'on transportant le cône {s, C ) parallèlement à lui-même, son 
sommet s étant venu en«., les deux cônes en cette nouvelle position, sesuperpo* 
sentj ou, pour plus de généralité, supposons que les deux cônes.(«, G) et(9., C) 
ne se coupent que suivant une seule section conique^ et soient dès lors tels, qu'en 
menant par l'axe A un plan, ce plan coupe les deux cônes suivant quatre généra- 
trices parallèles deux à deux. 

Ces deux cônes ne pourront se couper que suivant : l"" une ellipse, si la droite A 
qui unit les sommets s et «, des deux cônes est dans l'intérieur de ces cônes ; et 
2** une hyperbole , si la droite A des sommets est extérieure aux cènes. 

Coupons teut le système par un plan X. Ce plan pourra avoir deux poskioaspiur 
rapport à la droite A qui unit les sommets s et f des deux cônes» il pourra la 
couper, ou lui être paraUèle^ 
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Premier cas. l'' La droite A étant intérieure aux cônes , le plan X étant jKtrallèle à 
la droite A des sommets. 

Le plan X {fig. 97) coupera le cône ( « , C ) suivant une section conique H , et le 
point V en lequel le plan X coupe la génératrice 6 du cône est un point de la 
courbe H. 

Ce même plan coupera le plan tangent (r. G) suivant une droite I tangente en 
t; à la courbe H. 

Ce plan X coupera la génératrice K de la surface 1 parallèle à G en un point z 
et ce même plan coupera la surface gauche 2 suivant une courbe H, et le parabo- 
loide A suivant une section I.et les deux courbes H, et I, seront tangentes Tune à 
l'autre au point %. 

Le plan X étant parallèle à la droite A, on voit de suite que les points v et z seront 
unis par par une droite parallèle à A. 

Maintenant la courbe H, variera de forme suivant la forme des courbes G et s 
que nous supposons toujours être des sections coniques. 

Puisque Taxe A est supposé intérieur aux cônes la courbe G est une ellipse; 
supposons que la courbe e est aussi une ellipse. 

Le plan X coupera le cône («, G) suivant une hyperbole H. 
La courbe H. sera dès lors composée de deux branches infinies et ayant deux 
asymptotes. 

Les deux asymptotes de la conrhe hyperbolique H, seront parallèles aux asymp- 
totes de Thyperbole H. 
Et en effet : 

Désignons par G' la génératrice du cône ( < » G ) parallèle à Tasymptote de la 
courbe H. Sur la surface 2 il y aura une génératrice K' parallèle à G', et de même 
que G' passe par le point situé à l'infini sur l'hyperbole H , de même la droite K' 
contiendra le point situé à l'infini sur la courbe H. , puisque G' et K' sont parallèles 
au plan sécant X. 
Ainsi la courbe H, est composée de deux branches séparées et infinies. 
Le plan tangent M aucône(«, G) suivant G' se transformera en un paraboloîde 
hyperbolique A' tangent à la surface 1 tout le long de K". 

On sait que quand un plan est tangent à un paraboloîde et au point situé à 
l'infini sur une génératrice de ce paraboloîde , il est parallèle au plan directeur de 
cette génératrice. 

Le plan T' tangent au point situé à l'infini sur K' sera donc parallèle au plan T. 
Dès lors comme le plan T coupe le plan X suivant une asymptote à H , le plan T' 
coupera ce même plan X suivant une asymptote à H. et les deux asymptotes à 
la courbe H et à la courbe H, seront évidemment parallèles. 
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Deuxième cas. 2"* Le plan X coupant la droite A de^ sommets. 

Le plan X coupant Taxe A , coupera le cône suivant une parabole^ une hyperbole 
ou une ellipse , et l'on aura Tune de ces trois sections coniques pour courbe de 
section » en vertu de la valeur de l'angle queie plan P fera avec Taxe A. 

D'après tout ce qui a été dit précédemment ^ il est évident: que le planX cou- 
pera la surface gauche 2 : 

l"" Suivant une cxmvh^parabolique (composée d'une branche infinie dans les deux 
sens et sans asymptote) si ce plan X coupe le cône («, G) suivant une parabole; 

2"* Suivant une courbe hyperbolique (composée de deux branches infinies et 
ayant deux asymptotes) si ce plan X coupe le cône (5, G) suivant nue hyperbole ; 

3"" Suivant une courbe elliptique (courbe fermée) si ce plan X coupe le cône 
(5 y G ) suivant une ellipse. 

Nous avons, dans ce qui précède , supposé que la courbe e tracée sur le cône 
(5, , G) était une ellipse ^ supposons maintenant que cette courbei est une parabole , 
et que le plan X coupe Taxe A. 

Remarquons d'abord , qu'en supposant que le plan X coupe Taxe A, nous sup- 
posons implicitement le cas où le plan X est parallèle à l'axe A, car c'est supposer 
lors du parallélisme que le plan X coupe l'axe A à l'infini ; dans ce cas particulier 
il y a des restrictions aux résultats et qui ne sont autres y savoir : que dans ce cas 
tout particulier le plan X coupe toujours le cône («9 G) suivant une hyperbole. 

La courbe e étant une parabole son plan sera parallèle à une génératrice G, du 
cône (»., G) , et G, sera parallèle à une génératrice G du cône («, G). 

Dans ce cas la surface gauche 2 ne pourra pas être coupée par un plan X suivant 
une courbe fermée {elliptique). 

Et en effet : 

D'après le mode de transformation adopté, lorsque Ton fera passer par l'axe A et 
la génératrice G, un planP, il coupera le cône («, G) suivant ladroite G qui vien- 
dra couper le cercle G en un point g et la droite «, g ou G/ sera une génératrice 
du cône(«,y G) et coupera la parabole e en un point x par lequel on devra mener 
une droite K parallèle à G , laquelle droite K sera une génératrice à distance finie 
delà surface!. 

Mais le plan P coupera le cône (<, G) suivant une génératrice G' et le cône 
{Srj G) précisément suivant la génératrice G/; et G' coupera le cercle G en un 
point g' et la droite *, g qui ne sera autre que G, coupera la parabole e à l'infini , 
et ce sera par ce point situé à l'infini qu'il faudra mener une droite K/ parallèle à 
G/, laquelle droite K/ sera une génératrice droite de la surface gauche 2. 

La surface gauche 2 a donc une génératrice droite K/ située à l'infini. 

Ainsi dans le cas ou la directrice e est une parabole la surface gauche 2 ne peut 
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être coupée par um plan X, quelle que soit ia direction de ce plan, que 

suivant : 

i"* Une courbe hyperbolique; si le plan X coupe le cône {$y G) suivant une 

hyperbole. 

2* Une courbe parabolique; si le plan X coupe le cône (s, G) suivant une para- 
bole ou une ellipse. 

Supposons maintenant que la courbe s est une hyperbole, et supposons encore 
que la droite A des eommets esi extérieure aux deux cônes. 

En discutant la question , ainsi que nous l'avons fait lorsque la droite A était 
intérieure aux deux cônes («, G) et {s,. G) nous retrouverions idenHquement les 
mêmes résultats. 

Reprenons maintenant le problème sous un point de vue plus général. 

Problème général. Goncevons deux cônes du second degré quelconques , s ett. 
( désignant chacun des cônes par son sommet ) et su[^son8 que ces deux cônes 
sont placés dans Tespace Tun par rapport à Tautre, d*une manière arbitraire. 

Menons par le sommet s, une droite A, de direction arbitraire et plaçons sur ie 
cône «, une section conique c ( ellipse) ou c, (parabole) ou e. (hyperbole). 

Goncevons ensuite une droite K se mouvant sur l'axe A. et la section conique e 
ou c, ou f, et parallèlement au cône («); nous engendrerons une surface 
gauche 2. 

Examinons cette surface 2. 

Supposons une directrice e (elUpse). 

Nous mènerons par le sommet s du cône (s) une droite A parallèle à A,. 

Par Taxe A, nous mènerons un plan P. qui coupera la courbe t en deux points x 
et j^ou qui ia touchera en un point s. 

Par la droite A nous mènerons un plan P parallèle au plan P, qui coupera le 
cône (9) suivant deux droites G et G' eu qui le touchera suivant une droite G'\ 

On devra donc mener de ehacun des points orou y et s des parallélesaux droites 
G et G' ou G". 

Et l'on voit que la surface 2 sera composée de deux nappes; Z et 2, s'entre- 
coupant suivant Taxe A. et la courbée. 

Si donc on coupe tout le système par un plan X on obtiendra pour section dans 
Tune et l'autre nappe ou une courbe e/^ii^ue, si le plan X coupe le cône {s) sui- 
vant une ellipse: ou une eourbe hyperbolique , si le plan X coupe le cône {s) sui- 
vant une hyperbole : ou une courbe parabolique y si le plan X coupe ie cône (s) 
suivant une parabole. 

Et l'on voit de suite aussi que dans le cas où : 



1 
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Von suppose une direcirice e, (parabole). 

L'on a encore deux nappes 2, et 2, qui ne seront coupées par UA pfan X qu« 
suivant des courbes hyperboliques ou paraboliques. 
Et que dans le cas où : 

Von suppose une directrice e, (hyperbole ), 

L'on a encore deux nappes 2, et 2. qui ne sont coupées par un plan X que 
suivant des courbes hyperboliques. 



§ \ll. 



La surface hélicaide (filet de vis triangulaire) a pour surface osculatrice , tout le long 
d'une de ses génératrices droites j un hyperbolotde à une nappe et non de révolution. 

Désignons par A l'axe d*un cylindre de révolution sur lequel se trouve tracée 
une hélice e. 

Concevons un cône de révolution A ayant son sommet en un point s de l'axe Â 
et cet axe pour axe de révolution. 

Imaginons une droite G se mouvant dans l'espace en s'appuyant sur l'axe A et 
sur l'hélice e et ayant le cône A pour cône directeur. 

La droite G engendrera une surface hélicoîde gauche 2, qui sera la surface 
connue dans les arts sous le nom de surface du filet de vis triangulaire. 

Cela posé : 

Considérons trms génératrices droites successives ou infiniment voisines G, 
G', G^' de la surface 2, lesquelles seront parallèles respectivement à trois 
génératrices droites aussi successives et infiniment voisines K, KS K^' du cône 
directeur A. 

Ces trois droites G , G', G" seront les trois directrices ou génératrices du pre- 
mier système de l'hyperboloide à une nappe H osculateur de deuxième ordre à 
la surfece 2 tout le long de G. 

Or, les trois droites G^ G", G'" s'appuient sur l'axe A. Cet axe A sera donc une 
génératrice droite du deuxième systtoe de l'hyperboloide H. 

Un hyperboloide à une nappe a toujours un cône directeur ; la surface H aura 
donc un cône du deuxième degré A, pour cône directeur : G , G', G'', et A seront 
donc parallèles respectivement à quatre génératrices droites de ce cône A,. 

On peut placer le cône A, où Ton veut dans l'espace , on peut donc supposer 
que son sommet est en s. 
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Dès lors le cône A. doit avoir parmi ses génératrices droites , les quatre droites, 
K,K, K'etA. 

Le cône A. devant avoir, en commun avec le cône A , trois génératrices succes- 
sives ou infiniment voisines, lui sera osculaleur du deuxième ordre tout le long 
de K. 

Le cône A, sera donc déterminé si l'on connaît sa base. Or, si Ton coupe le cône 
A par un plan X perpendiculaire à son axe A, on aura un cercle G dont le centre 
sera le pied de Taxe A, et ce cercle G passera par les trois points successifs ou 
infiniment voisines Ar, &',&"', en lesquels les droites K, K', K'' sont coupées par le 
plan X. 

Le cône A, aura donc pour base sur le plan X une section conique G, oscula- 
trice du deuxième ordre en K au point k du cercle G et passant par le point o. 

Il est évident que la courbe G n'est autre qu'une ellipse ayant la ligne ko pour 
petit axe et dont le grand axe se calculera de la manière suivante : 

Désignant la ligne /co ou le rayon du cercle G parp , p sera le rayon de courbure 
de l'ellipse G. pour le point k. 

En désignant par a le demi-grand axe et par ^ le demi-petit axe de la courbe 

G, , on aura : p = -^ ; d'où p*=a + a\ 

P 

Pour construire a, il faudra donc décrire sur p comme diamètre un demi- 
cercle B et prendre le côté du quarré inscrit dans ce cercle B , et l'on aura la 

longueur du demi-grand axe de la courbe G,. Or^ il est évident que l'^na : a>~; 

donc le sommet du cône («, G.) ou A, sera dans un plan passant par le petit axe 
de l'ellipse G. ; le cône osculateur A, ne sera donc pas de révolution , puisque l'on 
sait que tous les cônes de révolution qui passent par une ellipse G, ont leurs 
sommets situés sur le plan qui passant par le grand axe est perpendiculaire au 
plan de cette ellipse Q. 

Ainsi, le cône directeur de l'hyperboloide osculateur H est déterminé, ei il 
se trouve démontré que cet byperboloide n'est pas de révolution. 

Pour déterminer complètement l'hyperboloide H il faut connaître une seconde 
directrice du même système que celui auquel appartient la droite A; or, l'on sait 
que si en un point x d'une génératrice G d'une surface gauche 2 on mène un plan 
tangent Ta cette surface!, ce plan T coupe 2 suivant une courbe d dont la tan- 
gente I au point x est une des directrices de l'hyperboloide osculateur. On devra 
donc construire, au point x en lequel la droite Ode l'helicoide 2 coupe l'hélice e, 
le plan tangent T lequel sera déterminé par ta droite G et la tangente 8 au point 
X de l'hélice e. 






».■>«»•' 



V 



^m 



— 281 — 

Ce planT contiendra la droite i tangente en a; à la. section d faite par ce même 
plan T dans l'hélicoide 2. 

Or : lors même que cette courbe d serait construite on ne saurait pas lui construire 
directement sa tangente t. Mais si Ton remarque que la droite t cherchée doit 
être parallèle à une des génératrices du cône directeur A,, il sera facile de con- 
struire cette droite ^ sans avoir besoin de construire la courbe 9. 

Et en effet : 

Menons par le sommet s du cône A, une droite 0| parallèle à , et faisons passer 
par S| parallèle à et par G. parallèle à G un plan T, (qui dès lors sera parallèle à 
T) , ce plan T, coupera le cône Ai suivantla génératrice G, et suivantune seconde 
génératrice i. qui sera parallèle à u 

Il suffira donc de mener par le point x une droite ^parallèle à r, pour avoir la 
seconde directrice droite de rhyperboloîdeosculateur H, lequel sera dès lors en- 
gendré par la droite G se mouvant sur les droites A et r et parallèlement au cône 
directeur A|. 

Le demi-angle au sommet du cône A est égal à Tangle sous lequel chaque géné- 
ratrice G de rhélicoide 2 coupe Taxe A. 

Si cet angle devient droit , les cônes directeurs A et A, deviennent un seul et 
même plan directeur Q perpendiculaireàTaxe A eile filet de vis triangulaire deyieni 
un filet de vis carré; alors Thyperboloide osculateur H devient un paraboloide 
osculateur H. ayant le plan Q pour plan directeur. 

Ce qui nous montre que le paraboloide osculateur dans ce ca$ Qu'est autre que 
le paraboloide engendré par une droite s' appuyant sur Taxe A et sur une tangente 
Oà rhélice e et se mouvant parallèlement au plan Q. 

Ainsi le paraboloide de raccordement le long d'une génératrice G d'une surface 
hélicoide gauche 2 (filet de vis carré) qui a pour directrice l'axe A et la tangente 6 
à l'hélicee, n'a pas seulement un contact du premier ordre , tout le long de G, avec 
la surface 2, mais elle ^ rigoureusement un contact du deuxième ordre tout le long 
de cette même génératrice droite G , avec la surface gauche 2 {*). 

Ce qui précède peut être généralisé de la manière suivante (^^) : 

Concevons une surface gauche 2 engendrée par une droite G se mouvant paral- 
lèlement à un cône d irecteur du deuxième degré A, ayant son sommet en un 
point s de l'espace en s'appuyant sur une droite A et sur une courbe arbitraire (f . 



(*) Propriété que Pou connaissait ,« mais qui se trouve ainsi démontrée d'une manière nonrelle. 

C*) Foyex dans le Bolletin de la Société philomaticnie, sésnce dn 26 mai 1838, la note <iae j'ai publiée, 
Sur Ut diverses surfaces gauches engendrées par une droite se fnouvant sur deux droites et parailé- 
lement à un c&ne d/u second degré. 

36 
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Pour construire Thyperboloide osculateur H de la surface 1 pour une de ses 
génératrices droites G , on cherchera le cône directeur A, du second degré de 
rhyperboloide H. Pour cela on mènera par le sommet s une droite A. parallèle à 
A , on coupera le cône A par un plan P suivant une section conique s. 

Ce plan P coupera la droite A. en un point o. et la droite K génératrice du cône 
A, laquelle est parallèle à G en un point k. 

On construira dans le plan P une section conique e, passant le point o, et ayant 
en A un contact du deuxième ordre avec e. 

Le cône («, e, ) sera le cône directeur A, de rhyperboloide osculateur H, et Ton 
obtiendra une seconde directrice du même système que A, en construisant le plan 
T tangent à la surface 2 au point x en lequel la droite G coupe f . Ce plan T 
passera par G et par la tangente ô en x à la courbe f • 

Par le sommet sei la droite K on mènera un plan T, parallèle au plan t ; ce 
plan T, coupera le cône A, suivant deux génératrices K et K. et en menant par le 
point X une droite t parallèle à K, on aura en A et < les deux génératrices droites 
de rhyperboloide osculateur H. 

Cet hyperboloide H peutdonc toujours être construit et avec facilité. Si le cône 
A, est de révolution rhyperboloide H sera aussi de révolution. 

Si par hasard le plan T, était tangent au cône A, suivant la droite K , alors les 
droites i et G se superposeraient. 

Alors la droite G ge serait autre que , c'est-é-dire tangente en x à la directrice 
courbe 9. 

Dans ce cas la surfacs 2 aurait pour le point x une infinité de plans tangents. 
Tout plan passant par la génératrice G serait tangent en x à la surface 2. 

La surface 2 offrirait donc une singularité le long de la génératrice G et rhyper- 
boloide osculateur n'existerait pas pour cette génératrice. 



§ Vin. 



Il y a deux manières de déterminer une courbe plane : la première consiste à 
construire un certain nombre de points de cette courbe, chaque point étant 
déterminé séparément et indépendamment des autres; la seconde consiste à 
construire un certain nombre de tangentes à cette courbe, chaque tangente 
étant déterminée séparément et indépendamment des autres. Dans le premier 
cas 9 la courbe est le lieu des points ; dans lé deuxième cas , la courbe est Vetwe- 
lappe des tangentes. 
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Dans beaucoup de questions, il est utile de construire une courbe comme 
étant V enveloppe de ses tangentes. 

Il n'est donc pas sans intérêt de savoir construire une suite de tangentes à 
une section conique donnée par deux tangentes et ses points de contact et un 
troisième point situé dans Tangle des tangentes. 

Lorsque l'on a résolu pour le cercle ou une section conique particulière G un 
problème de relation de position , on peut toujours faire passer, comme on le 
dit, cette relation de position sur toutes les autres sections coniques; et , pour 
cela faire, on considère la section conique particulière G comme la base d'un 
cône A ayant pour sommet un point s arbitrairement placé dans l'espace, et 
Ton fait passer par ce point s et par toutes les lignes du système plan , du système 
tracé dans le plan de la courbe G , des plans ou des cônes , et l'on coupe tout le 
nouveau système de l'espace par un plan P. Ce plan P coupe le cône A suivant 
une eUipse, une parabole ou une hyperbole; on obtient la relation de position qui 
existe pour chacune de ces sections coniques entre les diverses /î^« situées sur 
le plan sécant P. Et Ton voit que par ce moyen on n'a besoin de démontrer une 
relation de position que pour une dessectiom coniques^ pour l'obtenir immédia- 
tement pour toutes les autres. 

Lors donc que l'on veut résoudre un problème du genre des relations de 
position , on doit choisir la section conique pour laquelle la solution est la plus 
simple et la plus facile, et ensuite au moyen d'un cône on fait passer la propriété 
démontrée sur toutes les antres sections coniques. 

C'est ainsi que l'on fait pour les propriétés des hexagones, ou pentagones . ou 
quadrilatères inscrits à une section conique; on démontre d'abord les propriétés 
pour l'ellipse^ et l'on feit passer ensuite ces propriétés sur les autres sections 
coniques au moyen d'un cône auxiliaire (^). 

Nous allons appliquer cette méthode à la oonstruction d'une suite de tangentes 
à une section conique donnée par deux tangentes et ses points de contact sur ces 
tangentes et un troisième point situé dans l'angle des tangentes. 

On sait que si l'on a deux droites A et B se coupant en un point o (fig. 98) , si 
l'on porte, à partir du point o, des divisions égaies entre elles, oa\ dd\ d'à sur A, 
et ob'\ b%\b'b sur B ; les divisions de A étant égales ou inégales à celles de B ; les 
droites db\ a"b'\ seront les tangentes d'une parabole P, ayant A et B (lonr tan- 
gentes et les points €i et 6 pour points de contact avec ces tangentes. 



(♦) Voir mon eoun de géométrie descriptive , lithographie pour les élèves de l'École centrale dei 
arta et mannfactiiref. 
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Si donc (fig. 99) on a une parabole P et deux tangentes A et B aux points a et 6 
de cette courbe, ces deux tangentes se coupant en un point o , pour mener, par le 
point b\ situé sur la tangente B, une seconde tangente à la courbe P, il Êiudra 
porter sur A à partir du point o, une longueur oa' calculée au moyen de la pro- 
portion : 

oa : bV : : oa : ob. 

Et l'on est conduit à cette proportion, parce que (fig* 98), les droites o6, a%\ 
db" sont parallèles. 

11 nous suffira donc défaire passer sur toutes les sections coniques la propriété 
reconnue vraie pour la parabole. 

GonccYons un cône de révolution {fig. 100) ayant la cercle B pour base sur le 
plan horizontal et le point z pour sommet. 

Coupons ce cône par un plan parallèle à la génératrice G laquelle est parallèle 
au plan vertical de projection , 'nous aurons pour section une parabole P. 

Menons en son sommet a une tangente, laquelle sera horizontale. 

Etconstruisons au point a , en lequel la courbe P coupe le cercle B , la tangente 
à cette parabole P. 

Les deux tangentes aux points a et d de la courbe P se couperont en un point o. 

Divisons la tangente m en n parties égales entre elles et aussi la tangente od en 
n parties égales entre elles. 

Les droites axi^ bb\ oc, seront parallèles et les droites cb\ bc\ seront des tan- 
gentes à la courbe P. 

Gela posé : 

Menons par le points, sommet du cône une droite K, parallèle à la droite K qui 
unit les points a eta^de la courbe P; la droite K, percera le plan horizontal en 
un point p. 

Et tous les plans passant par le sommet s et les parallèles ad^ bb\ cc\ 

auront leurs traces horizontales Q , Q', Q"^ passant par le point p et par les points 
a , 6*, c*, 0' en lesquelsles droites ad^ bb\ cc'j parallèlesà Kpercent leplan horizontal. 

Tous les points a", 6% c*, d seront sur la trace horizontale du plan de la courbe 
P, laquelle trace sera perpendiculaire à la ligne de terre et tous ces points seront 
équidistants entreeux } en sorte que Ton aura : a'**î=6V=:cfo'. 

Le plan tangent mené au cône par la génératrice sa , aura sa ti^ce tangente en a, 
au cercle B et les droites Q, Q', Q" couperont cette trace en des points a.» b, , c„ o, 
qui seront aussi équidistants entreeux, puisque lesdroitesaV eta, o, sontparallèles. 

Si Ton mène par la génératrice m' un plan tangent au cône, il passera par la 
tangente od en d à la parabole P, et sa trace do^ sera tangente en d au cercle B. 
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Et celte trace a'o, coupera les droites Q , Q', Q", (}"' en lespoinis a , r, r\ o, 
tels que les droites a'o, , rc. , r'b^ o^a^ seroot des tangentes au cercle B. 

IlsuflSt de jeter les yeux sur F^ptira et d'y suivre les constructions pour êlre 
assuré de Texactitude du résultat énoncé ; car il suffit de voir que les droites a'o^ 
rc^ , r'b,^ 0, a, sont les traces horizontales de plans passant par le sommet s et par 
les tangentes a^o , b'cy cb, oak la parabole P, et que dès lors ces plans sont tan- 
gents au cône, et que dès lors leurs traces horizontales doivent être tangentes au 
cercle B , base de ce cône. 

De ce qui précède , on peut donc conclure pour le cercle y les constructions sui- 
vantes. 

I. Étant donné {fig. 101) un cercle B on mènera aux extrémités aei b d'un de 
ses diamètres deux tangentes, dès lors parallèles, aq et bp. 

On unira un point m du cercle B avec le point a ; la droite ma coupera bp en un 
point p. 

On mènera au point m la tangente mq au cercle B, laquelle coupera aq en un 
point q. 

Gela fait : si l'on divise la droite aq enn parties égales entre elles par des points 
de division équidistants entre eux , savoir, 1,2,3,... et si l'on mène les diverses 

tangentes pA, p^, p.3, elles couperont la tangente mq en des points 3', 2', 1^ 

tels qu€f les droites 1,3^ 2,2^ 3,3", seront tangentes au cercle B. 

Si le point m (Jig. 102) choisi sur le cercle B, est à l'extrémité du diamètre per- 
pendiculaire au diamètre ab , les constructions seront les mêmes , seulement on 
remarquera que le point p situé sur la tangente bq sera tel que l'on aura bp ç=iab. 

II. Pour YetUpse , les constructions seront identiquement les mêmes que pour le 
cercle , si Ton considère le grand axe ou le petit axe ou un diamètre quelconque 
comme remplaçant le diamètre ab du cercle B dans le cas indiqué par la fig. 101 . 

Mais dansleca^ analogue à celui indiquéy!^. 101, les diamètres perpendiculaires 
entre eux ba et mn du cercle devront être remplacés pour Vellipse par un système 
de diamètres conjugués. 

Il est facile de se convaincre de l'exactitude des résultats énoncés ponv Vellipse, 
car il suffit de considérer le cercle B comme la base d'un cylindre de révolution 
et de mener par les diverses droites du système (fig. 101 et 102; des plans parallèles 
aux génératrices droites de ce cylindre , et de couper ensuite tout le système de 
l'espace par un plan quelconque ; on obtiendra une ellipse pour section dans le 
cylindre et une suite de droites pour sections dans les divers plans verticaux qui 
auront évidemment entre elles les relations de position décrites ci-dessus. 

III • Pour V hyperbole les constructions seront les mêmes que pour Vellipse] on 






— 286 — 

pourra prendre pour ab l'axe réel ou uo diamètre réel , et un point m sur l'une 

des deux branches. Seulement on remarquera que les droi les 4, i', 2, 2' qui sont 
tangentes à la branche sur laquelle on a pris le point m , ne se croisent pas dans 

l'intérieur de ranglemçacomme pour le cercle (yîy. 101) : cela tientà ce que le point 

p est situé dans l'intérieur de Tangle mqa pour V hyperbole {fig. 103), et hors de 
cet angle pour le cercle et Y ellipse (fig. 102). 

8 IX. 

1* Proposons-nous la solution du problème suivant , qui peut se présenter 
assez souvent dans la pratique. 

Problème. Étant donné sur un plan une droite B et deux points metïij construire 
le sommet de la parabole qui passant par les points met u aurait la droite B pour tan- 

gente en son sommet. * 

L'on sait que par deux sections coniques qui ont une corde commune on peut 

toujours faire passer deux cônes (*). 

Prenant le plan qui contient la droite B et les deux points m et n pour plan 
horizontal de projection^ on pourra considérer : 

1** la parabole cherchée comme étant la base de la trace y sur le plan Jiorizontal 
du cône qui passerait en même temps par un certain cercle G assujetti à passer 
par les deux points m et a et dont le plan ferait avec le plan horizontal un cer- 
tain angle , ou considérer 2*' un certain cercle C passant par les points m et n et 
tracé sur le plan horizontal comme la base d'un cône qui passerait en même 
temps par une parabole 6 coupant ce cercle G aux points m et n et dont le plan 
ferait avec le plan horizontal un certain angle ; dans ce dernier cas j la parabole 
cherchée serait la projection horizontale 6^ de la parabole 6. 

Première solution du problème. 

Soient donnés sur le plan horizontal les deux points m et n{fig. 106) et la 
droite B. 
Unissons les points m et n par une droite que nous désignerons par G^, 



C) ^oysz dans la Corresptmdanee de mathématiques et de physique y rédigée par M. Quétblbt , de 
Bruxelles , le mémoire que j'ai publié et qui a pour titre : Des propriétés des courbes du second degrés 
coneidérées dans Vtspaee , tome m. 



iilii'///' 



— 287 - 

cette droite coupera la droite B ea un point que nous désignerons par p*. 
Prenons la ligne de terre LT parallèle à la droite mra. 

Concevons par la droite mn un plan vertical N , .lequel coupera le plan vertical 
M dont B devra être considérée comme la trace horizontale H*, suivaiit une 
droite verticale Y. 

Traçons dans le plan N un cercle G passant par les points m et n et tang[ent en 
un point p à la droite Y. Ce cercle G aura la droite G* pour projection horizontale. 

La parabole y cherchée doit passer par les points m et «et être tangente en son 
sommet x à la droite B, dès lors le plan M sera tangent au cône Z passant par 
les deux courbes G et y. 

Le plan horizontal devant couper le cône 2 suivant une parabole y, ce cône 1 
doit avoir une de ses génératrices G parallèle au plan horizontal. 

Gette génératriceG aura doncpour projection verticale une droite G^ parallèle à 
la ligne de terre et tangente à G\ 

Prenons d'abord G* arbitraire, mais passant par <]f^ projection du point 9 en 
lequel la droite G coupe le cercle G ^ le sommet s du cône 2 devra se trouver sur 
G et sur le plan M , dès lors s" et ^ projections du sommet s du cône I seront situés 
de la manière suivante : le point «* sera sur B ou H" et le point à* sera à Hnter- 
section de la droite G"^ et de la perpendiculaire menée du point ^ sur la ligne 
de terre LT. 

Le plan horizontal étant parallèle à la génératrice G du cône 2, l'axe de la para- 
bole y sera parallèle à G et par conséquent i G*. 

Et puisque l'on veut que la droite B soit tangente au sommet a: de la parabole 
y , il faudra que G* soit perpendiculaire sur la droite B. On ne donnera donc pas 
à G* une direction arbitraire , mais on mènera G* perpendiculaire à B. 

Le plan M sera tangent au cône 2 suivant une génératrice G, qui passera par 
le sommet s et le point p en lequel le cercle G est tangent au plan M , le pian M 
coupera donc le plan horizontal suivant une droite tangente à la parabole y au 
point X en lequel la droite G. perce le plan horizontal. Lepoint x sera le sommet 
cherché. 

Deuxième solution du problème. 



Construisons un cercle G (fig. 104) passant par les points m et n et tangent 
en p à la droite B. 

Prenons la ligne de terre LT perpendiculaire à la droite mn ; puisque la parabole 
6 doit couper le cercle G aux points m et n, le plan P de cette courbe 6 aura la 
droite mn pour trace horizontale H\ 
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Pour que le plan P coupe suivant une parabole 6 le cône 1 qui aura ie cercle 
G pour base sur le plan horizontal , il faudra que ce plan P soit parallèle à une 
génératrice G du cône 2; et de plus il faudra que la droite B soit la trace 
horizontale H" d'un plan M vertical et tangent au cône 2, car il faudra que 
la parabole g^ soit tangente à B. 

Pour satisfaire à ces conditions nous prendrons un point ^ sur la droite B ; par 
le point r en lequel le diamètre parallèle à la ligne de terre coupe le cercle C 
nous mènerons une droite G dont les projections seront G"" et G*, G^ étant arbi- 
traire; puis nous prendrons Y* parallèle à G^; dès lors nous sommes assurés que 
le plan P es*t parallèle à G et coupera le cône 2 dont le sommet s a pour projec- 
tions 8^ et J" suivant une parabole 6. 

Si Ton joint les points seip par une droite G, , on aura la génératrice du cône 
2 suivant laquelle ce cône est touché par le plan vertical M. 

Dès lors la plan P coupera la droite G, en un point x et la parabole g se pro- 
jettera sur le plan horizontal suivant une paraboles^ passant par les points m et n 
et tangente à la droite B au f>ointa:^. 

Le plan P étant parallèle à la génératrice G , le diamètre A de la parabole 6 sera 
parallèle à G, dès lors, pour que A^ soit perpendiculaire à B , il faudra que G^soit 
perpendiculaire à B. 

Pour satisfaire à cette condition nous ne pouvons pas prendre le point «^ arbi- 
trairement sur la droite B, nous devrons {fig. 404) par le point r mener G^ 
perpendiculaire à la droite B, et le point ^sera déterminé convenablement. 

D'ailleurs nous pourrons prendre «^ où nous voudrons sur la verticale passant 
par le point ^. 

Par ces dernières constructions nous sommes assurés que le point 2:^ est le som- 
met de la parabole cherchée S^. 

Remarquons que le plan qui contient les deux génératrices G et G. coupe le 
plan P suivant Taxe A de la parabole 6. 

Or, la droite f7>est la trace horizontale du plan (G, G,); par conséquent le point 

y en lequel rp coupe mn sera la trace horizontale du diamètre A de la parabole 
g, diamètre dont la projection A^ est Taxe de la parabole g*; on voit donc de suite 
que la construction du point xf sommet de la parabole g^ peut être très-simple et 
en effet : 

Il suffira de décrire le cercle C {fig. 105), passant par les points m et n et 
tangent à la droite B au point p. 

Du centre du cercle C , on mènera or perpendiculaire à la corde nm et Ton 

unira les points r et p par une droite rp coupant la corde mn au point y. 
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Par le point y, on mènera ya!" pecpendiculaire à Q et coups^t cette droite B 
au point a:* qui sera le sommet de la parabole demandée 6« 

D'après ce qui précède, on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. Étant données une parabole 6 et une tangente 9 en cm point x à cette 
courbe, si par deux points m etn arbitraires de cette parabole Confaft passer un cercle C 
tangent en un point p d /a tangente 9 ; si du centre o du cercle C on abaissa une perpen- 
diculaire sur la corde mn . coupant le cercle C en un point r, la droite rp coupera la 
carde mn en un point y qui appartiendra au diamètre de la parabole qui est le conjugué 
de la tangente 9. 

¥ Donnons maintenant la solution de divers problèmes que Ton peut proposer 
sur les sections coniques déterminées par certaines conditions et non données 
par leur tracé complet. 

Lorsque deux sections coniques situées dans des plans diiïérents ont- une 
corde commune, ou ont un point de contact, on peut toujours les envelopper 
dans le .premier cas par deux cônes, dans le second cas par un seul cône (*). 

Il nous sera donc toujours facile de construire, par les méthodes de la géo- 
métrie descriptive, une section conique passant par des points donnés et tangente à 
des droites données^ pourvu que les conditions, comme on le sait, soient au 
nombred^ cinq, et loutes les fois que parmi les données , il y aura : 1"* deux points, 
ou 2* une droite et un point de contact sur celte droite. 

Ainsi on pourra résoudre les problèmes suivants : 

Construire une section conique': 

!'• SÉRIE. 

1. Passant par cinq points; 

2. Passant par quatre points et tangente à une droite ^ 

3. Passant par trois points et tangente à deux droites ; 

4. Passant par deux points et tangente à trois droites ; 

» 

â* SÉRIE. 

5. Tangente à quatre droites et ayant avec Tune d'elles on point de conuct 

déterminé; 



C) Voyci le mémoire que f ai publié dans U Correêpw^àamee de mathématiqueê et de physiq^ , 
rédigée par M. Quétilbt, de Bmxelles , t. III , n* 3. 
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6; Tsmgent6i trois droites passant^par un p'cnntet ayaat avec 1* une des droites 
un point de'coiHact déterminé ; 

7 . Tangente à troia droites et ayant avec deui de ces droites des points de eon- 

tact déterminés; 

8. Tangente à deux draites et passant par deux, points et ayant un contact 

déterminé sur Tune des droites; 
9« Tangente à deux droites et passant par un point et ayant un contant déter- 
miné sur chacune des deux droites ; 

10. Tangente à une droite et passant par trois points et ayant un contact 
déterminé sur la. droite. 

Les seuls problèmes que Ton ne pourra pas résoudre seront les deux suiiÂots : 

1. Construire une section conique tangente à cinq droites ; 

2. Construire une section conique passant par un point et tangente à quatre 
droites. 

Mais nous savons que ces deux problèmes peuvent se résoudre au moyen de 
la théorie des polaires , par des constructions graphiques exécutées sur le plan 
même de la courbe cherchée et sans avoir besoin d'employer la construction d'un 
cône, jet ainsi sans avoir besoin de passer dans l'espace» 

■ 

Mode de solution à employer pour ta V^ série. 

' Sur la droite qui unira deux des points donnés m, et m,, on construira un 

cercle C ayant la droite m,m^ pour diamètre et dont le plan sera vertical, et Ton 
prendra ce plan pour plan vertical de projection. 
Pour le problème i : 

On regardera chacun des points m,, m^ , m, comme le sommet d'un cône ayant 
le cercle C pour base. 

On aura donc trois cônes 2,, 2^, 2,. 

Les deux cônes 2, et 2^ se coupant déjà suivant le cercle C se couperont 
encore suivant une section conique E. 

Les deux cônes 2, et 2, par la même raison se couperont suivant une section 
conique E', et les deux cônes 2^ et 2, par la même raison ie couperont suivant une 
section conique E'\ 

Or, l'on sait que la section conique S cherchée, et qui est celle qui doit passer 
par les cinq points donnés m,, m„ m,, m^, m,, et le cercle C ayant une corde 
commune m,m^y ne peuvent être euTeloppées que par deux cônes K et K', par 
conséquent les trois courbes E, E", E" se couperont en deux points «et s, qui 
seront les sommets des cônes K et K'. 
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Or, l'on peut déterminer œs points s et s' sans avoir beioin de construire les 
courbes £, E\ E"] et en eAt : 

On construira tt*ois points de la courbe E «t trois points de la courbe E", on 
coniiallra dès lors les plans de ces deux courbes; on pouira déterminer la 
droite D intersection de ces deux plans ^ et cette droite D par son intersection 
avec l'un des trois cônes 2,, 2^ , 2, déterminera les points s et s'. 

Il ne restera plus qu'à chercher l'intersection du cône K ou du cône K' par le 
plan horizontal de projection pour avoir la section conique 6 passant par les cinq 
points donnés «ur le plan horizontal. 

Pour le Problème 2 : 

Étant .donnés les quatre points tn^jm^jm^, m^ et la droite B^ nous, tracerons le 

cercle G sur la corde m,m, comme diamètre^ par la droite B nous mènerons un 
plan T tangent au cercle G en un point p ; ce plan T contiendra les sommets s et 
/ des deux cônes K et K^ 

Nous regarderons tes points m, et m^ comme les sommets respectifs des deux 
cônes 2, et 2^ ayant le cercle G pour basecommune, et nous déterminerons le plan 
P de la courbe E , intersection de ces deux cônes 2, et 2^. 

Le plan P coupera le plan T suivant une droite D qui contiendra les sommets 
s' et $, et ces sommets seront les points en lesquels la droite D percera l'un et 
l'autre cône 2, , 2^. 

Pour le Problème 3 : 

Étant donnés les trois points m, , m, , ii^ et les deux droites B. et B,, sur m,m^, 
comme diamètre nous construirons le cercle G. 

Par B, et B. nous mènerons deux plans T, et T, tangents au cercle G ; ces deux 
plans T, et T, se couperont suivant une droite D qui contiendra les sommets 
«et*', » 

Par ladrorle D et le point m, nous ferons passer un plan X lequel coupera le 

cercle G en deux points x, , j;,; la droite xjn^ coupera la droite D au point s y et 
la droite xjn^ coupera la droite D au point s\ 

Pour le Problème A : 

Étant donnés les deux points m. , m, et les trois droites B. , B,, B,, nous construi- 
rons surent, comme diamètre le cercle G. 

Parles droites B,, B„ B, nous mènerons trois plans T. , T., T, tangents au 
cercle G ; ces trois plans se couperont en un point s qui sera le sommet d'un cône 
qui , ayant le cercle G pour directrice , sera coupé par le pian horîzonul suivant 
une section •conique € passant par les deux points donnés et tangente aux trois 
droites données. 
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Mais il faut remarquer que toutes les foisquepar use droite on mène un plan tan- 
gent à un cercle , on a toujours deux plans tangents passant par cette droite. Dès 
lors poui* la solution du problème proposé, il faudra mener les pians de manière à 
ce qu'ils soient tous tangents au demi-cercle situé au-dessus du plan horizontal 
ou lous tangents au demi-cercle situé au-dessous du plan horizontal. 

Mode de êoluiion peur la 2"" série. 

On construira un cercle C ayant pour tangente la droite sur laquelle se trouve 
un point de contact; on prendra ce cercle G de rayon arbitraire et son plan qui 
sera mené perpendiculaire au plan sur lequel sont tracées les données du problème 
sera pris pour plan vertical de projection. Ainsi : 

Pour le problèmo^ô : 

Étant donnés quatre droites B., B., B,, B^ et un point de contact m, sur B, on 
construira un cercle C d*un rayon arbitraire , dont le plan sera vertical et ayant 
la droite B.pour tangente au point m.. 

Ensuite par chacune des Irois droites B. ^ B, « B^ on mènera des plans tangents 
au cercle C lesquels se couperont en un point s qui sera le sommet du cône K 
qui ayant le.cercle C pour directrice sera coupé par' le plan horizontal suivant la 
section conique demandée. 

On doit remarquer qu'ici il n'y a pas d'embarras , car par chaque droite on ne 
peut mei^r qu'un seul plan tangent au cercle C puisque le second plan tangent 
est le plan horizontal de projection. 

Pour le problème 6 : 

Étant dcMinés trois droites B., B., B,, un point de contact m, sur B, et un point 
Hy nous q)nstruirons le cercle C vertical et tangent à B, au point m, ; nous mène- 
rons par les droites B, et B, deux plans tangents au cerclé C et se coupant suivant 
une droite D ; nous ferons passer par la droite D et le point n un plan X qui sera 
forcément tangent au cercle C en un point x (parce que deux sections coniques 
qui ont une tangente commune ne peuvent être en veloppées que par un seulcône). 

La droite nx coupera la droite D en un point s qui sera le sommet du cône K. 

Pour le problème 7 : 

Étant donnés trois droites B., B,, B, et deux points de contact m, sur B. et 
tn^ sur B,, nous tracerons un cercle C vertical et ayant en m, la droite B, pour 
tangente. 

Par les droites B^ et B, nous mènerons deux plans tangents T. et T, au cercle C, 
ces plans se couperont suivant une droite D, le plan T, touchera le cercle C au 
point p, et le plan T, touchera ce même cercle au point p,. 
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Nous unirons les points n et p, par une droite qui sera une génératrice du cône K 
et viendra couper la droite D en un point s qui sera le sommet de ce cône K. 

Pour le problème 8 : 

Étant donnés deux droites B. et B,, deux points n, et n.et un point de contact m, 
sur B, j nous construirons le cercle G vertical et tangent à la droite B. au point m.. 

Nous mènerons parla droite B^ un plan T, tangent au cercle G, ce plan T, con- 
tiendra le sommet s du cône K. 

Nous regardons les points n, et n, comme les sommets de deux cônes 2. et 2, 
ayant le cercle Gpour base commune, ces deux cônes se couperont suivant une 
section conique dont, au moyen de trois points, nous déterminerons le plan E, 
et ce pian coupera le plan T, suivant une droite D qui contiendra le sommet s. 

Menant par la droite D et le point n, un plan X , ce plan sera tangent au cercle 
G en un pointa; (puisqu'il ne peut y avoir qu'un seul sommet s) , et la droite 
n^x coupera la droite Dau point s qui sera le sommet du cône K. 

Si l'on menait par la droite D et le point n. un plan X., ce plan toucherait le 
cercle G en un point x„ et la droite njx^ couperait forcément la droite D au même 
point 8 y sommet du cône K. 

Pour le problème 9 : 

Étant donnés les deux droites B, et B,, le point n et les points de contact m, et m, 
situés sur les droites B, et B^, iious construirons le cercle G vertical et ayant 
au point m, la droite B. pour tangente. 

Par la droite B, nous mènerons un plan T, tangent au point p, au cercle G; la 
droite mj>, sera une génératrice du cône K. 

Par la droite mj?, et le point n nous mènerons un plan X, ce plan coupera le 
cercle G aux points p. et x, et la droite nx coupera la droite mjp^en un point s qui 
sera le sommet du cône K,. 

Pour le problème 10 : 

Étant donnés la droite B, un point de contact m sur B et trois points i, ? n,, 
n^ nous construirons le cercle G vertical et tangent à la droite B au point m. 

Nous regarderons les trois points n, , n,, n^ comme les sommets de trois cônes 
2, , 2., 2, ayant le cercle C pour base commune. 

Ges trois cônes se couperont deux à deux suivant trois courbes planes E , ly, 
E"y dont les trois plans secouperont suivant une seule et même droite D, et comme 
il ne peut exister qu'un sommet s , cette droite D sera une tangente commune aux 
trois courbes E, E', E", et le point de contact commun entre ces trois courbes 
sera le sommet s du cône K. 

Pour construire ce points, sans avoir besoin de construire les courbes E, E'^ 
E'\ la droite D étant déterminée, nous mènerons par la droite D et l'un des trois 
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poiats n,9 n^, n, (le point n. par exemple) un plan quiloiicliera le :OinolerBeB 
un point x et la droite xn. cospera la droite D en un- point rqui.aera le:$omniet 
du cône K. 

D'après ce qui précède, il eetdonc toujours possible de conslroire parpoînlf , 
et en se servaqt des méthodes de la géométrie descriîpiîve, une section conique 
assujettie aux cinq conditions établies dans les dix problèmes préeéd^nts. 

Maintenant nous pouvons arriver facilement à la solution de digéra proUémes 
qui se présentent fréquemment dans la pratique des arts. .Et iainai, létant 
donnée une section conique par cinq conditiona, nous pourrons, tam tracer la 
courbe: V construire les4>oint8 en. lesquels elle est coupée par une droite «don- 
née; 2*" mener par un point donné une tangente à' la «ourbe, et déterminer le 
point de contact; 3"* mener à la courbe une langente qui fasse, avec une droite 
donnée de position , un angle donné, et, comme caroUcireêj construire une tan- 
gente parallèle ou ^perpendiculaire à une droite donnée. 

Et ces divers problèmes deviennent. faciles, car il suffira de roonsiruire le som- 
met « du cône K, qui a pour trace horizontale la section conique € donnée par 
les cinq conditions^ et le cercle C, qui, situé dans le plan vertical, sert de 
directrice au cône K ; alors par le sommet $ et le point p par lequel on v^ui mener 
une tangente à la section conique 6, on fera passer une droite L qui percera le 
plan vertical du cercle C en un point 9, et en menant par Je point 9 «me tan- 
gente t au cercle G, le plan (s, t), qui sera tangent au cône K, coupera le ,plan 
horizontal suivant une droite 8, qui sera la tangente demandée. 

Pour mener à la section conique 6 une tangente. 6 parallèle à une droite 
donnée B, il sufBra de mener par le sommet s du cône K une droite D parallèle 
à B; la droite D percera le plan vertical du cercle G en un point d; par ce 
point d on mènera une tangente i au cercle G , et le plan («, l) passera par la 
droite D et sera tangent au cône K. Ge plan {s, t) étant tangent au cône K, 
coupera dès lors le plan horizontal suivant une droite 6 tangente à la section 
conique ë ; et comme ce plan (r, i),passe par la droite D, parallèle à la droite B, 
la droite sera parallèle à la droite B. Donc, etc. 

En déflnitive , on voit que ces divers problèmes se résolvent en .considérant la 
section conique g comme étant la projection conique. (ou projection centrale ^ le 
point s étant le centre de projection) d'un cercle G situé dans un plan vertical et 
cette courbe 6 devant être tracéesur un plan horizontal ; on pourra donc. modifier 
les solutions précédentes et les simplifier en y appliquant les règles de h perspec- 
tive , le plan du cercle G étant le tableau et le plan de la courbe 6 étant le plan 
géométraL 
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CHAPITRE VI. 



DE LA SPHÈRE SATISFAISANT A QUATRE CONDITIONS. ^ 

Lorsque Ton propose de construire une sphère sathfaisant à certaines condi^ 
tions , on demande évidemment la potUion du centre et la langueur du rayon de la 
sphère. 

Supposons que les conditions soient pour la sphèrede passer par certains points , 
ou d'être tangente à certaines droites ou à certains plans. 

Quatre conditions I comme on le sait, suffisent pour déterminer la sph%re, on 
pourra donc avoir (pour construire le centre et le rayon d'une sphère satisfaisant 
à quatre des conditions indiquées ci-dessus) à résoudre l'un des quinze problèmes 
suitants : 

■ 

Problème i. Sphère passant par quatre points. 

— 2. passant par trois points et.taiigènte à une droite. 

— 3. passant par deux, points et tangenteà deux droites. 

— 4. passant par un point ettangeDtei trois droites. 

— 5. tangente à quatre droites. 

— 6. passant par trois points et tangente à un plan. 

— 7. passant par deux points et tangente à deux plans. 

— 8. passant par un point et tangente à trois plans. 

— 9. tangente à quatre plans. 

— iO. tangente à trois droites et un plan. 

— il. tangente à deux droites et deux plans. 
i2. tangente à une droite et trois plans. 

— i3. passant par deux points et tangente à une droite et à un 

plan. 

— 14. passant par on point et tangente à deux droites et à un 

plan. 

— 15. passant par un point et tangente à une droite et à deux 

plans. 

On sait : 1* que le centre d'une sphère passant par d^nx points est situé sur le 
lieu jréomélHfue des points deTeapace égalefnent distants des deux points donnés; 
et lorsqu'on suppose : 2*" que la sphère passe par un point et se trouve tangente à 
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une droite el à un plan ; et 3*" que la sphère est assujettie à être tangente à deuï 
droites, ou à deux plans, ou à une droite et à un plan; on sait aussi que 
dans ces divers cas le centre de la sphère est toujours situé sur le lieu géomé- 
trique des points de l'espace égalemenl distants; 2"* du point et de la droite, ou 
du point et du plan , et S*" ou des deux droites , ou des deux plans , ou de la droite 

et du plan. 

La première chose à faire est donc de rechercher la nature géométrique de 
ces divers lieux géoméiriques , puisque nous devrons nous servir de ces lietix 
pour obtenir la solution des problèmes proposés. 



§ I". 

f. Lieu géométrique des points de r espace également distants de deuxpwnts donnés. 

Étant donnés deux points m et m' situés dans l'espace, on sait que la surface 
demandée est un plan P mené perpendiculairement à la corde qui unit les deux 
points et en son milieu. 

II. Lieu géométrique des points de l'espace également distants de deux plans donnés. 

Étant donnés deux plans Q et Q\ on sait que la surface demandée est com- 
posée de deux plans P et P, passant par la droite intersection des deux plans 
donnés Q etQ', et divisant en deux parties égales, savoir : le plan P, Tangle a 
formé par les plans Q et Q' et le plan P, Tangle supplémentaire de a. 

Les deux plans P et P. sont rectangulaires entre eux. 

Si les deux plans donnés Q et Q' sont parallèles, la surface ne secompose plus 
que d*un seul plan P équidistant des deux plans donnés et dès lors qui leur est 
parallèle; le second plan P, se trouve transporté à l'infini. 

III. Lieu géométrique des points de l'espace également distants de deux droites 
données. 

Étant données deux drokes D et D', il peut se présenter deux cas. 

Premier cas. Les deux droites étant situées dans un même phu:. 
Lorsque deux droites^ D et D' sont situées dans un même plan X, on sait f ) 
que la surface se compose de deux plans P et P, passant par le point d en lequel 
se coupent les droites données, ces deux plans étant perpendiculaires au 



(*) Foir le chapitre IV de U Théorie géométrique des engrenages , etc.^ ournis^ que j^ai publié 
en I80. 
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plan X et divisant en deux parties égales , le plan P, Tangle a des deux droites 
données D et D' et le plan P, , l'angle supplémentaire de a-. 

Si les deux droites D et D' sont parallèles , la surface se réduit à un seul plan P 
équidistant des deux droites données, le second plan P, se trou vànl transporte 
à rinfini. 

Deuxième cas. Les deux droites n'étant pas situées dans un même plan. 

Lorsque deux droites D et D' ne sont pas situées dans un même plan , on sait que {*) 
lasurface demandée n'est a u tre qu'un paraboloîde hyperbolique Z, ayant son sommet 
situé au point o milieu de la plus courte distance existant entre les deux droites 
données, et dont Paxe infini est dirigé suivant cette plus courte distance, et qui 
a pour ses génératrices droites, se croisant au sommet o, deux droites G et K 
qui sont rectangulaires entre elles et font des angles égaux avec les droites 
données. Lies deux plans directeurs R et R' de la surface 1 soRt 9 l'un R 
perpendiculaire à la droite G , et Tautre R' perpendiculaire à la droite K. 

Pour que le paraboloîde 1 soit complètement déterminé , il faudra construire 
une seconde génératrice G' du système G ou une seconde génératrice K' du 
système K. 

Pour cela, on mènera un plan X parallèle au plan R, ce plan sera perpendicu- 
laire à la droite G et la coupera en un point g. 

Les droites D et D' couperont ce plan X , la droite D en un point a et la droite 
D' en un point a\ 

Les droites D et D' se projetteront sur ce plan X pris pour plan horizontal de 
projection suivant deux droites D'^ et D'^ qui seront parallèles et équidistantes du 
point 9; de plus les deux droites D et D' feront des angles égaux avec le plan X. 

En sorte qu'en prenant le plan qui passe par les droites G et K pour plan ver- 
tical de projection, les droites D, D' et G s'y projetteront suivant les droites 
D^, D'^, G% et la droite G"" sera perpendiculaire à la ligne de terre et parta- 
gera en deux parties égales l'angle a formé par les droites D"" et D'^ , cet angle a 
étant évidemment égal à celui que font entre elles les droites D et D' dans 
l'espace. 

Gela posé : 

11 faudra chercher sur le plan horizontal X un point x, tel qu'il soit également 

distant des deux droites D et D", et la droite 90: ne sera autre que la droite K' 
cherchée. • 



(*) Foir le chapitre IV de la Théorie géométrique des engrenages, etc. 
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K! étant déterminée, si Ton fait moinroir la droite G sur K et K' et parallèle- 
ment au plan X , on engendrera le paraboloîde 2. 

Or, pour constraire ce point x, nous mènerons dans le plan X et par le point 
A une droite N perpendiculaire à D^, et nous chercherons sur N un point x tel 
qu'il soit également distant du point a et de la droite D^ 

Cette même question devant se représenter dans la solution de plusieurs des 
quinze problèmes à résoudre , nous allons la traiter complètement. 

iHtOBLÈME 1. Étant donnée dans t^espace un point m et une droite D^ trouver sur une 
droite B {nssujettie à couper la droite D) un point x également disUmi et de ta droite D 
et du point m . 

Concevons le plan X passant par le point m et la droite D. 

Prenons ce plan X pour plan horizontal de projection {fig. 107 ). 

Prenons pour plan vertical de projection un plan perpendiculaire à la droite 
D. La ligne de terre sera dès lors perpendiculaire à D. 

Projetons sur les plans de projection la droite B et rappelons-nous quelle coupe 
la droite D ; nous aurons B' et B*. 

Cela posé : 

Concevons un pointa; si tué sur B; sa distance au point m sera la droite tnx et sa 
distance à la droite D sera la perpendiculaire N abaissée de- ce point x sur la 
droite C ; dès lors la projection N^ de celle perpendiculaire N sera perpendiculaire 
àD. . 

Désignons par p le point en lequel le droites N et D se coupent, on devra avoir 
mx = px et par suite ma^= pa?. 

Le problème deîespaceest donc ramené à un problème dans dn«plan, car il 
suffîl de chercher sur la droite B^ un point xf" tel que ses distances au point m et 
à la droite D soient égales. 

Pour trouver ce point i^, on peut employer deux constructions. 

Pretniêre aantiructimi. doBStruisofts la parabole 6 ayant lepoiiift m pemr foyer et 
la droite D pour directrice (fig. 107 ); celte courbe 6 coupera la droite B* en de«x 
points ou en un seul point, ou ne la rencontrera pas. 

A^inai kipreUèmeiuuradeuxfiohitîoM ou 4ine seule solution oaancune solution*, 
cela dépendra des relations de .position qui eKiâteront dans l'espace entre le point 
m et les droites D et B. 

Deuxième construction. Le point x!" {fig. 108), que Ton cherche sur B*^, est 
évidemment le centre d'un cercle C passant par le point m et tangent à la 
droite D. 
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Le problème à résoudre est donc celui-ci : 

Constrtàre un cercle G passant par un point m, tangent à une droite D et dont le centre 
sait situé sur une droite B^. 

Pour résoudre ce problème y nous abaisserons du point m une perpendiculaire 
sur B^ ; celte perpendiculaire coupera B^ en un point </ et D en un point s. 

A partir du point q nous prc|pdrons un point m' tel que l'on ait qm = qm\ 

Évidemment le point rn appartiendra au cercle G. 

Il suffira donc de trouver le point en lequel le cercle G touche la droite D. 

Désignons ce pointpar y. On devra avoir : 

sy i=ism. sm. 

Il suffira donc de construire une moyenne proportionnelle aux droites stn et 
sm, et à porter celte moyenne proportionnelle de s en y ou de s eny (k droite 
et à gauche du point s), et Ton aura en y et y^ les points de contact de deux 
cercles G et G' passant par le point m ayant leur centre sur B* et tangents à 1^ 
droite D^ l'un au point y et l'autre au point y. 

Pour construire les centres de ces cercles G et G", il suffira d'élever en y et en y 
des perpendiculaires à D, lesquelles couperont B^, la première en un point a^ 
et la seconde en un point x"", et ces points seront les centres, le premier du 
cercle G , et le second du cercle G'. 

Si le point s est situé entre les points m et m', le problème est impossible. 

Si le point m' n'est autre que le point s, ce point m' est le point de contact du 
cercle cherché et de la droite D» et le problème n'a qu'une seule solution. 

Problèm B.2« Étant donnés deux droites B el D ^t ne serencontrent point dans F espace 
et un pfnni m sur la droite B , chercher sur cette même droite B , un point x tel que ses 
distances au point m et à la droite D soient égalm. 

Par le point m tt la droite D , nous ferons passer un plan X, que nous pren- 
drons pour plan horizontal de projection, dès lors nous connaîtrons sur ce fdan X 
la droite B^ projection de B, et en prenant un plan vertical de pfojection per^ 
pendiculaire à D , noos connatlrons B''. 

Ainsi sont écrites graptAquement les données de la question, et le problème 
proposé dans l'espace se trouve ramené à un problème dans le plan, car il suffit 
de chercher sur B* un point aï* tel que les distances à ce point m et à la droite D 
soient égales. 

Pour trouver ce point oi* il suffira de mener par le point m et dans le plan X 
une droite K perpendiculaire à B*, laquelle coupera D en un points. On divisera 
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Tangie (K, D) en deux parties égales par une droite L, qui. coupera B* au 
point af" demandé. 

Et comme les droites K et D font deux angles supplémentaires Tun de Fautre, 
on aura deux droites K et par suite deux points j:;^! et le problème aura toujours 
deux solutions. 

La solution du premier problème nous servira plus tard, lorsque nous résou- 
drons les problèmes relatifs à la sphère, et dans lesquels les données sont des 
points et des plans. 

Quant au second problème, il est posé en des termes trop généraux pour le cas 
qui précédemment devait être résolu. 

Car on doit remarquer que les données de la question étaient telles que les 
droites B et D sont rectangulaires entre elles. 

■ 

Dès lors, si par B on mène un plan perpendiculaire à D , il sera perpendicu- 
laire à tout plan passant par D et par conséquent au plan X passant par D et le 
point m : dès lors B^ sera perpendiculaire à D {fig. 109). 

Il suffira donc, pour résoudre le problème, de prendre le point p en lequel B* 
coupe D et de prendre le milieu de pm, et Ton aura le point oc!' demandé. 

Et dans ce cas tout particulier, le problème n'a plus qu'une seule solution et 
en a toujours une. 

Nous avons dit précédemment que le lieu géométrique des points de l'espace 
également distants des deux droites situées ou non situées dans un même plan 
était connu. 

Et nous avons, dans une note au bas de la page, renvoyé à un ouvrage publié 
en 1842, dans lequel la solution se trouve exposée. Cette solution a été donnée 
dans cet ouvrage en employant Vanalyse de Desgartës ; nous reproduirons à la 
fin de ce chapitre la même question , et nous la traiterons encore par Vaxualyse , 
mais avec plus de développements quQ. dans l'ouvrage cité. 

Toutefois, il n'est pas sans intérêt et aussi parée que cela rentre tout à fait 
dans nos idées , de faire voir que la géométrie descriptive n'est pas aussi bornée 
qu'on paraît trop génécalement le supposer et de donner ici une démonstration 
purement géométrique relativement à la nature géométrique de ces lieux , en 
employant les méthodes graphiques que nous fournit la géométrie descriptive. 

Car d'ailleurs, on sera ainsi conduit à mieux apprécier la différence qui existe 
entre l'esprit des méthodes analytiques et l'esprit des méthodes graphiques. 

Et il faut bien le reconnaître, Vintelligence ne travaille pas de la même 
manière lorsqu'on cherche la solution d'un problème par Vanalyse, ou qu'on la 
cherche par la géométrie descriptive. 
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Lieu des points de l'espace également distants : 



V De deux droites qui se coupent. 

Soient données deux droites D. et D. se coupant en un point s {fig. liO ). 

Désignons le plan de ces deux droites par P, et par a Tangle que ces droites 
comprennent entre elles. 

Traçons dans le plan P deux droites B et B' divisant en deux parties égales , 
Tune l'angle « et l'autre l'angle a supplémentaire de «. 

Je dis que tous les points des droites B et B' sont également distants des deux 
droites D. et D,. 

Et en effet : 

Prenons sur B un point quelconque m, abaissons de ce point deux perpendi- 
culaires my et my' sur D, et D., ces deux perpendiculaires seront les distances 
du point m aux droites D. et D, , et ces perpendiculaires seront égales , puisque 
les triangles sym et sym sont évidemment égaux. On pourra en dire autant de 
chaque point de B et B", donc , etc. 

Cela posé : 

Menons par le point m une droite K perpendiculaire au plan P. Prenons sur K 
un point arbitraire z. 

Le plan passant par le point z et la droite my sera perpendiculaire à D, et 
coupera D, au point y; de même, le plan passant par le point z et la droite my 
sera perpendiculaire à D, et coupera D, au point j('; dès lors, zy et zy' sont res- 
pectivement perpendiculaires à D, et D. et mesurent la distance du point z à 
chacune de ces droites D. et D . 

Or, les triangles rectangles zym et zy'm sont égaux, donc : zy = zy' ; donc tous 
les points de la droite K sont également distants des deux droites D, et D,. 

En faisant mouvoir la droite K sur B et parallèlement à elle-même, on engen- 
drera un plan R dont tous les points seront également distants des deux droites 
D. et D.. 

Par les mêmes raisons le plan R'^ passant par B' et perpendiculare au plan P aura 
tous ses points également distants des deux droites D, et D,. 

Les deux plans R et R', lieu des points également distants dès deux droites données, 
se couperont suivant une droite L passant par le point s et perpendiculaire au 
plan P. 

2"* De deux droites non situées dans un même plan. 

Soient données deux droites D et D^ non situées dans un même plan. Nous 
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pourrons toujours {fig* iil) , prendre les plans de projection de telle manière que 
le plan vertical soit parallèle aux deux droites D et D' et dès lors D* et D'^ seront 
parallèles à la ligne de terre. 

Concevons la droite L plus courte distance entre les deux droites D et D", elle 
sera perpendiculaire au plan vertical de projection -, nous pourrons donc toujours 
prendre pour plan horizontal un plan quelconque passant par L. 

Les deux projections D'^et D'"" comprennent entre elles un angle a qui est pré- 
cisément égal à Tangle que les droites D et DTont entre elles dans l'espace. 

Divisons cet angle en deux parties égales par la droite B"^ et prenons la ligne de 
terre perpendiculaire à B"", dès lors le plan horizontal sera fixé de position dans 
l'espace. 

Désignons par s et s les points en lesquels la plus courte distance coupe les 
droites D et D^ et prenons le milieu de cette plus courte distance ss. Ce point 
milieu sera la projection horizontale B* de la droite B, laquelle fait , comme on 
Ta dit ci-dessus , des angles égaux avec les droites D et D^ Par ce même point 
milieu menons la droite B' perpendiculaire à B , cette droite B' sera tout entière 
dans le plan horizontal et fera aussi des angles égaux avec les droites D et D', sa 
projection B'"" qui ne sera autre que la ligne de lerre, divisera en deux parties égales 
l'angle a! supplémentaire de Tangle a compris entre D^ et D'\ 

Cela posé. 

Concevons un plan X parallèle au plan horizontal. 

Ce plan coupera la droite B en un point m, 

Traçons dans ce plan X une droite 1 perpendiculaire au plan vertical ; par cette 
droite I nous pourrons mener deux plans Net N' respectivement perpendiculaires 
aux droites D et D'. 

Le plan N coupera D en un point j^; le plan N' coupera D'en un point y\ 

Et si nous concevons deux plans P etP' passant respectivement par D et D' et 
parallèles au plan vertical de projection , la droite I percera le plan Pau point a 
et elle percera le plan P' au point a. 

Faisons tourner les deux plans N et N' autour de I pour les amener dans le plan 
X. Le point t/ viendra en t/, et le point yf viendra en y\. 

Unissons les points y^ et y\ par une droite et en son milieu g menons lui une 
perpendiculaire, laquelle coupera I en un point o. Il est évident que le point o 
sera paiement distant des points y, et y/, et il est évident dès lors qu'en joignant 
le point ( construit ainsi que nous venons de le faire) avec les points t/ et y , les 
droites oy et oy' seront égales. Or, oy est perpendiculaire à D, oy est perpendi- 
culaire à D', donc le point o sera un point de l'espace également distant des deux 
droites données D et D'. 
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Nous pourrons mener dans le plan X une suite de droites I , l\ T parallèles 

à I,et pour chaeune d'elles constraire les points o, o\ o^, dont les distances 

aux droites D et D' seront égales.Tous ces points formeront une ligne ^. 

Nous pourrons mener une suite de plans X , X', X", parallèles entre eux, et 

pour chacun d'eux nous aurons une ligne ij Ç', ?" Toutes ces lignes tofme- 

ront une surface 2 qui sera le lieu des points de l'espace également distanCs des 
deax droites données D et D'. 

Remarquons que toutes ces lignes l, l\ t' s'appuient toutes sur la droite B; 

et, en effet, le point m en lequel le plan X coupe la droite B est égaieoient 
distant des droites D et D^ C'est ce qu'il est facile de voir en supposant que la 
droite I passe par le point m; en opérant comme nous l'avons fait ei-detsas, on 
verra que les points o et 9 se eonfondent dans ce cas particulier. 

Ce que nous venons de faire par rapport à la droite B, nons pouvons le laire 
par rapport à la droite B' en menant des plans X, , X/, X/', paralMes entre 
euK et perpendiculaires à B", et nous trouverions encore une suite de lignes 

ixjli j^\ situées sur 4a surface 2 et chacune d'elles passant par un point de 

la droite B'. 

Gela posé: 

Cherchons la nature géométrique de ces diverses lignes Ij^,^", et ^„ t\ H' ; 

mais pour y parvenir il est nécessaire d'établir plusieurs remarques préliminaires. 



Remairquee préUmimdres. 

(Art. 1^). Concevons la suite de plans parallèles au plan fkorizontal, 

X , X\ X" {fig. 412) , chacun de ces plans coupera les droites D et D^ en des 

points qui seront unis par une droite horizontale s*appuyant sur la droite B, et 
qui formeront un paraboloîde hyperbolique. 

Par chacun des points m.^ m^ m", de la droite B , menons des plans per- 
pendiculaires aux droites D et D', ainsi : 

Par le point m passeront deux plans N et N' respectivement perpendiculaires à 
D et D'. 

Par le point m' passeront deux plans N, et N/ aussi perpendiculaires à D et D'. 
Par le point tn" passeront deux plans N,et N/, aussi perpendiculaires à D etD'. 
Et ainsi de suite. 

Les pians N, N., N., couperont la droite D en des points « , y, «.•••• 

Les plans N', N/, N/, couperont la droite D en des points «', y\ « 

Les plans N et N^ se couperont suivant une droite I passant par le point m. 
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Les plans N. el N.' se couperont suivant une droite I, passant par le point m'. 
Les plans N.et N.' se couperont suivant une droite 1. passant par le point m". 

Et ainsi de suite. , ^ , , . „ 

Et toutes les droites I, I., 1., seront perpendiculaires à la droite B, et 

perpendiculaires au plan vertical de projection. 

Cela posé : . . . j , 

Faisons tourner les plans N et N' autour de la droite I pour les amener dans le 

^ Taisons tourner les plans N, et N.' autour de la droite I. pour les amener dans le 

plan X'. 
Et ainsi de suite. 

Les points y et y' viendront en y, et y,' sur le pian X. 
Les points » et *' viendront en z, et z,' sur le plan X'. 

Et ainsi de suite. ... 

Et il est évident que les droites »,*/, j.y.' se projetteront sur le plan hori- 

zontel en des droites zX\ y/y.'* qui se croiseront toutes au point B* pro- 
jection de la droite B. ... 

(A.RT. 2). Concevons un seul plan X (fig. 113), et dans ce plan une suite de 
droites 1 , 1', 1", I'"» parallèles entre elles , équidistantes et perpendiculaires au 
plan vertical dé projection ; supposons d'ailleurs que la droite I passe par le 
point m en lequel la droite B est coupée par le plan X. 

Menons par chacune de ces droites deux plans , l'un perpendiculaire à la 
droite D , l'autre à la droite D'. Dès lors on aura , sur le plan vertical de projec- 
tion , une suite de droites perpendiculaires à D'% et dont les portions Va , IV, 

l''-J tomprises entre les droites D" et V, iront toutes en diminuant, la 

différence entre la première et la suivante étant constante et égale à : ae. 

De même les portions de droites rb\ V'b', T'é",... perpendiculaires à D" iront 
toutes en augmentant^ et la différence entre la première et la suivante sera 

constante et égale à : b^d". . ■ „ 

Mais les deux triangles rectangles a'ae et bVd" sont égaux , ainsi 1 on a 

Vd" = ae. 

La somme des perpendiculaires abaissées d'un même point sera donc constante 

et Ton aura : 

fâ-hrb'=^rd.+ fV = 1^ + fV = etc. = A. 

Dans le triangle a'ae rectangle en o , on a l'hypoténuse a'e = VI", et cette 
distance rT'^ est celle qui existe entre deux positions successives des droites 
1 , 1', 1", ; désignons par ( cette distance. 
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Dans le même triangle, ae est la différence qui existe entre deux perpendicu- 
laires, successives, menées à D^'; et en désignant par a l'angle compris entre 
D' et T>'\ on aura : 

ae:=^a'e.co%aea ou ae =: / . cos -. 

Ce qui précède étant compris , revenons au problème à résoudre et démontrons 
que les lignes ^, ^, et ^,, ^/, sont des droites. 

Concevons les deux plans N, etN/ respectivement perpendiculaires aux droites 
D et D' et se coupant suivant la droite T située dans le plan horizontal X qui coupe 
la droite B en un point m. 

Le plan N, coupera la droite D en un point t/., et le plan N/ coupera la droite 
D' en un point y/ ; concevons sur la droite V le point o également distant des 
deux points y, ett//. 

Désignons par j/ ie point en lequel la droite T perce le plan P' vertical et 
passant par D^, et par p le point en lequel V perce le plan P vertical et pissant 
par D ; nous aurons deux triangles opy! et opy^. 

Faisons glisser le système des deux plans N, et N/ parallèlement à lui-même 
jusqu'à ce que la droite V se superpose sur la droite I passant par le point m, et 
concevons par ce point m deux plans N et N' perpendiculaires à D et D'. Les plans 
N et N,, N' et N/ se superposent. 

En cette position, faisons tourner les plans N et N, (qui sont superposés) 
autour de I pour les amener dans le plan X ; faisons ensuite la même opération 
pour les plans superposés N' et N/. 

Gela posé , il est évident que les points en lesquels viendront se placer sur le 
plan horizontal X , les points y, et y/ seront unis par une droite qui se projettera 
sur le plan horizontal de projection , suivant la droite q.d^ (fig. 443) , et Ton 
aura ; « 7 -f-«(i,*=: constante = A , en vertu de ce qui a été dit ci-dessus (art. 4*) 
et les points en lesquels viendront se placer sur le plan X les points en lesquels 
les plans N' et N, coupent les droites D et D^ seront sur une droite qui se projet- 
tera sur le plan horizontal de projection suivant la droite p6*, et Ton aura : 
s'p -H «*,*= constante = A , en vertu de ce qui a été dit précédemment (art. 4*). 

Les droites p6 * et çd* seront donc parallèles. 

En vertu du transport des plans normaux N.et N/, le point 0. sera venu en un 
point o/situé sur I , et dont on déterminera la projection 0/* en menant sur le 
milieu r de la droite qdj" une perpendiculaire à çptte droite çrf.* et qui viendra 
couper la droite I* au point o'^j et en ramenant le point o.'^ parallèlement à la ligne 
de terre et d'une quantité égale à /, on aura le point o'*. 

39 
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Or, faisant pour chacune des droites V\ T", ce que noua venons de faire 

pour r, on voit que Ton aura pour le lieu des points o^, o"^j o'"^ une droite passant 



.*^f* 



par m*, car le rapport -jjtïk est constant. 

Remarquons que la longueur mV* dépend 1" de l'angle que la droite mV fait 
avec la droite sb\ et 2^ de la quantité n?r qui est égale à é/rf.* qui elle-même est 
égale à V'd' ou à M . cos . ^ j; et la quantité o%/* est égale à L 

Lorsque Ton prendra un autre plan X, la droite analogue de p6/ fera un angle 
différent avec s$\ en vertu de ce qui a été dit ci-dessus (art. 2), mais la quantité 
analogue de trl'r restera la même , car Ton peut supposer / constant pour toutes 
les droites I , I', tracées successivement dans les plans X , X^ X^' 

Aiiisi dans chaque plan X, X', X'', on obtiendra une suite de droites Ij 

l\ $", qui s'appuieront toutes sur la droite B et qui ferontavec la plus courte 

distance ss' des angles différents entre eux. 

Laiturface 2 est donc réglée. 

Mais ce que nous venons de dire en considérant des plans X , X', X'', perpen- 
diculaires à B j nous pourrons le dire , en consfdérant des plans X. , X/, \'\ per- 
pendiculaires à B', la surface 2 est donc doublement réglée et elle a deux plans 
directeurs , elle est donc un paraboUnde hyperbolique. 

IV..£iett géométrique des points de l'espace également distants d'un potitf et d'un 
plan. 

Étant donnés un point m et un plan P , on peut par le point m faire passer une 
infinité de plans Y, Y', Y\ perpendiculaires au plan P; tous ces plans Y, Y', Y", 
se couperont suivant une droite R perpendiculaire au plan P et passant par le 
point m. 

Chaque plan Y coupera le plan P suivant une droite A , et si l'on considère sur 
le plan Y un point x, et que l'on veuille connaître sa distance au plan P, il suffira 
d'abaisser de ce point x une perpendiculaire D sur A , laquelle sera parallèle à la 
droite R , et par suite sera perp^idiculaireau plan P. 

Or, le lieu géométrique des points x qui, situés sur le plan Y, sont également 
distants du point m et de la. droite A est une parabole 6 ayant le point m pour 
foyer et la droite A pour directrice] sur chaque plan Y', Y'', Y"\ nous trou- 
verons une parabole S', S", 6"', et évidemment toutes ces paraboles sont iden- 
tiques ,i car elles ont même paramètre; le lieu de toutes ces paraboles sera un 
paxfiMOde de révolution ayant la droite R pour axe infini ou de rotation et le 
point m pour /ot/er et le plan P pour plan directeur. 
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V . Lieu géométrie des points de t'espace également éistanls d'un point et (tune 

droUe. 

Étant donnés un point m et une droite D, on peut faire passer par ce point et 
cette droite un plan X. Sur ce plan le lieu des points également distants du point 
m et de la droite D sera une parabole 6 ayant le point m powo foyer et la droite D 
pour directrice. 

Imaginons un cylindre B ayant pour base la courbe g, et ayant ses génératrices 
droites perpendiculaires au plan X. Prenons sur ce cylindre B un point x, et 
considérons le plan X comme un plan horizontal de projection. 

Le point x se projettera en a!' sur la courbe 6 , et la droite mx se projettera 
en m^. La perpendiculaire menée du point a: à la droite D coupera cette droite 
en un point p; et la droite ps/'j projection de la droite p;x; de l'espace, sefa per- 
pendiculaire à'D. 

Or, la courbe g étant une parabole , on aura : 

D'où Ton doit conclure que mx =; px. 

Donc tous les points x du cylindre B seront également distants du point m et 
de la droite D. - 

VI. Lieu géométrique des points de Fespace également distants dune droite et dun plan. 
Étant donnés une droite D et un plan P y il peut arriver deux cas, la droite D 
peut être parallèle au plan P ou percer ce plan. 

Premier cas. La droite D étant parallèle au plan P. 

Menons un plan X perpendiculaire à la droite D. Ce plan coupera D en un 
point m et le plan P suivant une droite A. Sur ce plan X le lieu des points éga- 
lement distants du point m et de la droite A sera une parabole 6 ayant m pour 
foyer et A pour directrice , et de plus , il faut bien le remarquer, si l'on prend un 
point X sur 69 et si Ton mène de ce point â; une perpendiculaire xp sur A» les 
droites mxeiocp seront égales , et de plus mx sera perpendiculaire à la droite D 
et xp sera perpendiculaire au plan P. Les points de la parabole S satisferont donc 
au problème proposé. 

Pour tous autres plans X', X", X'"', perpendiculaires à la droite D, on trou* 

vera des paraboles 6', 6'', è"\ satisfaisant à la question. Évidemment toutes 

ces paraboles ont même paramètre j et sont parallèles entre elles; elles forment 
donc un cylindre B ayant la paraboles pour base et section droite , et ayant ses 
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génératrices droites parallèles à la droite D. La surface demandée sera doue un 
cylindre parabolique. 

Deuxième cas. La droite D perçant le plan P. 

Étant donnés une droite D et un plan P , nous pourrons toujours prendre le 
plan P pour plan horizontal de projection. 

Désignons par a le point en lequel la droite D perce le plan -P. Menons par D 
un plan X perpendiculaire à P.. Ce plan X coupera P suivant une droite A, et si 
Ton divise en deux parties égales l'angle a, que font les droites D et A , on aura 
une droite G, dont tous les points seront également distants de la droite G et du 
plan P ; la droite K qui divisera en deux parties égales l'angle supplémentaire 
de a satisfera aussi à la question , et les deux droites G et K sont évidemment 
rectangulaires entre elles. 

Gela posé , menons par le point a une droite arbitraire L faisant avec D un 
angle a, on fera tourner L autour de D et l'on aura un cône de révolution A 
ayant D pour axe de rotation , et son demi-angle au sommet égal à a. 

Menons par le point a une droite Z perpendiculaire au plan P. 

Et par le point a une droite L, faisant avec Z un angle complémentaire de a ; 
la droite L, , en tournant autour de Z , engendrera un cône A. qui sera de révolu- 
tion , et dont toutes les génératrices feront avec le plan P un angle a. 

Les deux cônes A et A. ayant même sommet a, se couperont suivant deux 
génératrices droites , ou se toucheront , ou ne se couperont pas. 

Or, il est évident l"" que les deux cônes se toucheront , lorsque l'angle a sera 

égal à l'angle a que la droite D fait avec le plan P ; 2'' que les deux cônes ne se 

couperont pas, lorsque Ton prendra a plus petit que a ; et 3"" que les deux cônes 

se couperont toujours suivant deux génératrices droites , lorsque Ton prendra a 

plus grand que a. 

Les deux génératrices d'intersection, l'une G' et l'autre K', satisferont à la 
question. 

Ainsi la surface demandée est une surface conique ayant le point a pour som- 
met, et il sera facile de construire autant de génératrices droites, que l'on voudra, 
de cette surfaee conique. 

Cherchons maintenant la nature géométrique de cette surface conique. Rappe- 
lons-nous que la surface lieu des points de l'espace également distants d'un point 
et d'un plan, est un paraboUMe de révolution ayant le point pour foyer et le plan 
pour plan directeur. 

Menons par un point m, arbitrairement pris sur la droite D, un plan y perpen- 
diculaire à D. 



i 
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Construisons la surface paraboloïde ^ , ayant le point m pour foyer et le plan P 
pour phtn directeur; le plan 7 coupera la surface ^ suivant une section conique, 
qui sera une ellipse, ou un cercle, ou une parabole 6; cette courbe sera telle, 
que si Ton prend un de ses points x et que de ce point x l'on abaisse une per- 
pendiculaire xp sur le plan P , et que l'on mène la droite xm , on aura o^m = rcp ; 

et comme la droite xtn est dans le plan y ; elle sera perpendiculaire à la droite D; 
tous les points a: de 6 seront donc également distants du plan P et de la droite D ; 

on pourra faire des constructions analogues pour tout autre point m\ m", m'\ 

de la droite D. 

La surface conique, lieu des points de l'espace également distants de la 
droite D et du plan P, est donc un cône du second degré. Mais si Ton remarque 
que l'axe du paraboloïde ^ est perpendiculaire au plan P , on voit de suite que 
le plan 7 , perpendiculaire à la droite D , coupera toujours la surface ^ suivant 
une^//ip^^, qui aura pour l'un de ses axes la droite unissant les points en lesquels 
les deux droites G et K seront coupées par ce même plan y. 

Passons maintenant à la solution de chacun des quinze problèmes proposés. 

Problème i. Construire le centre et le rayon dune sphère passant par quatre points. 
Désignons les quatre points donnés par m, , m., m,, m^. 

On mènera sur le milieu des cordes mfn^y fn,m^, m^m^j qui se coupent en un 
m^me point m. , des plans Q , Q^ Q'\ respectivement perpendiculaires à ces 
cordes. 

Ces trois plans se couperont en un point 0, qui sera le centre de la sphère, et 
a droite om^ en sera le rayon. 

On aura donc toujours une solution et une seule. 

Si les quatre points sont sur un même plan, il faudra considérer les divers 
plans menés perpendiculairement sur le milieu de toutes les cordes données, en 
unissant deux à deux les quatre points.^^Si tous les plans se coupent suivant une 
seule droite D , le problème aura une infinité de solutions ; la droite D sera le 
lieu des centres de l'infinité de sphères passant par les quatre points donnés, qui 
dans ce cas particulier seront situés sur une circonférence de cercle. 

Si les plans ne se coupent pas suivant une droite unique , le problème n'a pas 
de solution possible , et, dans ce cas , les quatre points donnés ne sont pas situés 
sur une circonférence de cefcle. 

Problème 2. Construire le centre et le rayon d'une spkère passant par trois points et 
tangente à une droite. 

Désignons les trois points par m,,m^y m, et la droite par D. 
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Le lieu géométrique pour deux points sera un plan P, et pour un point et la 
droite ce lieu sera un cylindre parabolique. 

Nous construirons donc deux plans P et P' perpendiculaires sur le milieu des 

cordes m,m,, mjm^. 

Ces deux plans P et P' se couperont suivant une droite I, laquelle sera le lieu 

du centre de la sphère. 

Par le poiot m. et la droite D nous mènerons un plan X et dans ce plan nous 
construirons une parabole 6 ayant le point m, pour foyer et la droite D pour cfirecv 
trice j et le cylindre B ayant S pour section droite sera coupé par la droite len des 
points qui seront les centres des sphères demandées et la distance de chaque centre 
à Tua des points donné sera le roym damandé. 

La droite I peut : V ne pas rencontrer le cylindre parabolique B; 2Me percer 
en deux points; 3° le percer en un seul point. 

Le problème peut donc ne pas avoir de solution possible, ou avoir deux solu- 
tions ou une seule solution. 

Pour construire les centrer avec bcilité , on fera passer par la droite I un plan 
perpendiculaire au plan X et qui coupera ce plan X suivant une droite H. 

l"" Si la droite H ne coupe pas la parabole €, c'est que la droite I ne perce pas 
le cylindre B. 

2"* Si la droite H est parallèle à Taxe de la parabole 6 , elle ne coupera cette 
courbe qu'en un point, et la droite I percera le cylindre Ben un seul point. 

3"" Si la droite H n'est pas parallèle à Taxe de la paraboles, elle coupera cette 
courbe en deux points et la droite I percera le cylindre B en deux points. 

On doit d'ailleurs remarquer que dans ce qui précèdeon suppose que la droite 
1 n'est pas parallèle aux génératrices droites du cylindre B, cas pour lequel les 
données du problème seraient évidemment telles que les trois points et la droite 
seraient situés dans un même plan. Dans ce cas le problème ne serait possible, et 
aurait dès lors une infinité de solutions , qu'autant que le cercle G passant par 
les trois points donnés serait tangent à la droite donnée; Ton aurait dans ce cas 
une infinité de sphères s*entre-<M)upant suivant le même cercle G. 

Problème 3. Comiruire le centre et le rayon (tune sphère fumant par deux pointé et 
tangente à deux droites. 

Désignons par m. et m, les points don nés , et par b, et D, les droites données. 

Le centre cherché sera d'abord sur un plan P mené perpendiculairement à la 
corde m^m^ et en son milieu. 

Le centre sera encore sur deux cylindres B, et B,, le premier ayant pour section 
droite une parabole 6, ayant le point m, pour foyer et la droite D, pour directrice , 
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et le second ayant pour section droite une parabole 6, ayant le point m, pour fo^r 
et la droite D, pour directrice. 

Ces deux cylindres B,et B, se couperont suivant une courbe à double courbure 
V, laquelle sera coupée en général par un plan suivant quatre points , puisque la 
courbe intersection de deux cylindres du second degré est du quatrième degré. 

Ainsi , en général^ le problème peut avoir quatre solutions ; comme a» particu^ 
tiers j il peut se présenter les donoées suivantes. 

PREmEK CAS. La droite Kquitmii les deuxpoints m j et tn^rencm 

Dans ce cas on pourra construire deux cercles G et G' passant par les points 
nti et m, et tangents à la droite D,. 

Désignons par o et o' les centres des cercles G et G^ et par Y le plan qni contient 
les points m. et m, et la droite D. 

Menons par les centres o et o des droites L et V perpendiculaires au plan Y. 

Pour déterminer les centres des sphères, il faudra chercher sur les droites L et 
V les points également distants de la droite D, et de Tun des deux points m, et m.. 

On construira donc la parabole S ayant m, pour foyer et D, pour directrice j et 
l'on retombera sur le deuxième problème. 

Ghacune des droites L et V pourra couper le cylindre B ayant € pour section 
droite , en deux points. 

On pourra donc avoir dans ce cas quatre solutions, 

Et ainsi quatre s(^ères , dont deux se couperont suivant le cercle G et deux 
suivant le cercle C\ 

Deuxième cas. Les deux droites D, et D. rencontrent et coupent la droite K qui unit les 
deux points m, et m,. 

Dans ce cas on pourra construire quatre cercles passant par les points m, et m, 
et tangents, savoir : deux à la droite D. et deux à la droite D,. 

Désignons par G^ et G/ les cercles tangents à D,, et par G, et G/ les cercles tan- 
gents à D,; désignons par Y le plan des cercles G, et G/ -et par Y' le plan des 
cercles G, et G/, 

On sait que lorsque deux cercles ont une corde commune ils peuvent toujours 
être situés sur une sphère. 

On aura donc dans ce cas quatre solutions , car on aura quatre sphères 
passant par G, et G. , ou G, et G/, ou G/ et G. ou G/ et G/. 

Dans les deux cas particuliers précédents , il faut supposer que la droite D, ou 
les deux droites D, et D. coupent la droite K en un point situé extérieurement 
par rapport aux points m, et m, ; car si cela n'avait pas lieu , le problème proposé 
serait impossible avec les données. 



— 312 — 

Problème 4. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par un point et 
tangente à trois droites. 

Désignons le point par m, et les droites par D, , D,, D,. 

On construira trois paraboles 6, è\ S" ayant le point m, pour /oyer commun, et 
ayant respectivement pour directrices , les droites D., D, , D,. 

Les cylindres B, B", B'" ayant respectivement pour sections droites les paraboles 
6, g', 6'^ s'entre-couperont en général en huit points. 

Il y aura donc en général huit sphères , et le rayon sera , pour chacune , égal à la 
distance du point m, à l'un des huit points centres. 

Problème 5. Construire le centre et le rayon d'une sphère tangente à quatre droites. 

Désignons par D,, D,, D,, D^ les quatre droites données. 

Nous construirons les paraboloîdes hyperboliques lieux des points de l'espace 
également distants des droites D, et D,, D,et D„ D, et D^. 

Ces trois surfaces 2, 2", l" se couperont en général en huit points qui seront 
les centres de huit sphères. 

On abaissera de chaque centre une perpendiculaire sur la droite D, et Ton aura 
la longueur du rayon. 

Gomme cas particulier, il peut se faire que les quatre droites se coupent deux à 
deux et forment dès lors un quadrilatère gauche. 

Dans ce cas la solution est simple et facile , car si nous désignons par D et D", 
D, et D/ les côtés opposés d'un quadrilatère gauche et par «, s\ s'\ s'" ses quatre 
sommets, s étant le point de rencontre des côtés D et D. , s' celui dis côtés D. et 
D', s" celui des côtés D' et D/ et s"' celui des côtés D/ et D. 

Il suffira de mener 1"* un plan P passant par le point s et divisant l'angle inté- 
rieur des droites D et D, en deux parties égales, ce plan étant d'ailleurs perpen- 
diculaire à celui des deux droites D et D,. 

2'' Un plan P' passant par le points" et divisant l'angle intérieur des droites D, 
et D' et perpendiculaire à leur plan. 

S"" Un plan P"' passant par le point s" et divisant l'angle intérieur des droites D' 
et D/ et perpendiculaire à leur plan. 

Les trois plans P, P', P"se couperont en un point o, qui sera le centre de la 
sphère intérieure touchant les quatre droites données en des points situés sur les 
portions des quatre droites qui forment les côtés du quadrilatère gauche. Mais si 
l'on remarque que les côtés d'un quadrilatère étant prolongés, il a, outre les 
angles intérmurs les angles extérieurs , et que dès lors on peut diviser ces angles 
comme les premiers > on devra : 
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Concevoir les deux plans P et Q passant par le point b\ rectangulaires entre 
eux et qui sont respectivement les lieux des points de l'espace , également distants 
des droites D et D . 

On aura donc en chacun des sommets deux plans à considérer, et ainsi on 
aura à considérer en s' les plans rectangulaires P' et Q\ et en s' les plans rectan- 
gulaires P'' et Q"- 

Il faudra combiner ces six plans et de la manière suivante : 

Les plans P et P^ se couperont suivant une droite I. 

QetQ' W 

PetQ' r. 

P'etQ r. 

Chacune de ces quatre droites sera coupée en un point par les plans P'' et Q''. 

On aura donc en tout huit points qui seront les centres de huit sphères tangentes 
aux quatre droites indéfinies D, D^ D,, D/, et la sphère dont le centre est le 
point de rencontre des trois plans P, P", P"', sera celle qui sera tangente au qua- 
drilatère gauche formé par les quatre droites indéfinies. 

Par conséquent le problème étant énoncé ainsi : 

Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauche. 
N'a 9 en général^ qu'une seule solution. 
Et le problème étant énoncé ainsi : 

Construire une sphère tangente à quatre droites j qui se coupent deux à deux et inter- 
ceptent entre elles un quadrilatère gauche. 

Aura en général huit solutions. 

Nous venons de dire que le problème : Inscrire une sphère dans vn quadrilatère 
gauche, n'avait, en général y qu'une seule solution. 

Nous avons dû employer cette locution , puisque , dans certains cas , le pro- 
blème peut avoir une infinité de solutions, ou aucune solution. 

Et , en effet : 

V Concevons un quadrilatère plan, et supposons que ce quadrilatère est un 
parallélogramme oblique ou rectangulaire oéaV, fig. 114 . Il est évident que les 
quatre plans P, P', Q, Q', qui diviseront en deux parties égales chacun des 
angles intérieurs de ce polygone, se couperont deux à deux suivant quatre 
droites parallèles entre elles A, A', A", A'", et dès lors il est évident- que, 
dans ce cas, le problème ne peut avoir de solution, ou, en d'autres termes, que 
le centre de la sphère est situé à l'infini, au point en lequel les quatre droites 
parallèles A, A', A", A''', se coupent. 

2* Concevons un losange, yîy. 115. Les plans P et P' se confondront ainsi que les 
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plans Q et Q\ et dès lors on aura une seule droite d'intersection A > dont chacun 
des points pourra être considéré comme le centre d'une sphère tangente aux 
côtés du losange. On aura donc , dans ce cas , une infinité de solutions. 

Si le quadrilatère au lieu d*ètre plan était gauche, des cas anali^es pourraient 
se présenter. Ainsi, si le quadrilatère gauche a ses quatre côtés ^ox, on se 
trouvera dans un cas analogue à celui du losange, et le problème aura une infi- 
nité de solutions. 

Nous devons aussi faire remarquer que , lorsque nous énonçons le problème 
ainsi : Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauclie , nous n'entendons pas que 
les points de contact de la sphère et des côtés du quadrilatère seront placés sur 
les côtés mêmes du quadrilatère ; car avec une semblable restriciian , le problème 
ne serait possible que dans un petit nombre de cas , et , en effet : 

Concevons un quadrilatère gauche aa'bb\ les côtés opposés étant ab , a'b' et 
aa\ bb\ 

Deux côtés adjacents formeront un plan. 

Nous désignerons par A le plan des côtés ab et aa. 

Par A^ le plan des côtés alb et db\ 
Par B le plan des côtés ba et bb\ 
Par B' le plan des côtés b'a et frV. 

Désignons par P^ le plan qui divise en deux parties égales l'angle intérieur en a. 

ParP«. o', 

ParP, b. 

Par P, b'. 

Menons par le sommet a une perpendiculaire au plan A , et désignons cette 
droite par N«. 

Nous aurons de même : 

Les droites N^r , N^, N^r, passant respectivement par les sommets a^ b^ b\ et 
perpendiculaires respectivement aux plans A^ B, B". 

De plus, ces droites N^, N^., N^, N^. , seront respectivement placées dans les 
plans bi-secteurs P„ , P„. , P^ , P^. 

Les plans P» et P^ se couperont suivant une droite I , laquelle sera coupée par 
les plans N« et N^ en des points a, et *,. 

Le plan P^. coupera I en un point o, qui sera le centre de la sphère <temandée; 
si le point o est intérieur par rapport aux points a, et b^ , les points de contact de 
la sphère et des côtés ab et aà seront situés entre les sommets a , 6 et (/. Hais les 
points de contact de la sphère et des côtés M et db' seront en dehors du 
sommet b'. 

On voit, d'après ce qui précède, qu'ayant construit les quatre droites 1, 1', T, I' 
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intersection des couples de plans P. et P«, P«. et P^ , P^ et P^.^ P«. et P^ et les 
huit points en lesquels ces quatre droites I , T, ï\ r\ sont coupées par les 
quatre droites N^., N^, N^, N^ , le point o, qui est le point de rencontre des 
quatre droites I , l\ V\ V", doit se trouver dans Tintérieur du polyèdre ayant 
pour sommets ces huit points et les sommets du quadrilatère » pour que les 
points de contact de la sphère et des côtés du quadrilatère gauche, se trouvent 
situés sur les côtés mêmes de ce quadrilatère, c'est-à-dire entre les sommets de ce 
quadrilatère , ces sommets étant considérés deux à deux. 

Problème 6. Construire le centre et le rayon (Tune sphère passant par trois points et 
tangente û un plan. 

Désignons ces trois points par m,,m^y m, , et le plan par P. 

Première solution. 

On mènera deux plans N et N' perpendiculaires sur le milieu, le premier de la 
corde m^m^ , le second de la corde mjn^. 

Ces deux plans se couperont suivant une droite 1 qui contiendra le centre de la 
sphère cherchée. 

Il faudra ensuite chercher sur la droite I un point o également distant du plan 
P et de Fun des trois points donnés ; le point m, par exemple. 

Pour résoudre cette dernière question , on mènera par la droite I un plan per- 
pendiculaire au plan P et qui le coupera suivant une droite D , et le problème sera 
ramené au problème suivant : 

Trouver sur ladnÀte I un point o également distant du point m.6€ de la droite 0. 

Remarquons que les deux droites I et D se eoupent et qu'ainsi on a à résoudre 
le problème qui nous a occupé précédemment. 

En vertu de ce qui a été dit alors , on voit que le problème aura ou l"" deux 
solutions, ou 2* une seule solution , ou 3"" aucune solution. 

Lorsque Ton voudra exécuter Vépure, on prendra pour simplifier les construc- 
tions, le plan P pour plan horizontal de projection et pour plan vertical de pro- 
jection un plan passant par deux des trois points donnés. 

Deuxième soluHon. 

On peut aussi supposer que les trois points donnés sont situés sur le plan 
horizontal de projeetion, et que le plan P est perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 
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Avec cette position particulière des données ( et à laquelle on peut toujours 
! , arriver par des changements de plans de projection ) , la droite I sera verticale et 

^ se projettera sur le plan horizontal en un point qui sera le centre du cercle cir- 

I conscrit au triangle m,mjm^. 

} Désignons par p le point en lequel la sphère cherchée doit toucher le plan 

I P et par H' la trace horizontale du plan P. 

î Prolongeons les trois côtés du triangle m,mjn^ jusqu'à la trace H' ; cette trace 

\ sera coupée : l"" par m,m^ prolongé en un point q; 2* par m^m^ prolongée en un 

^ point q'i et 3* par mjn^ prolongée en un point q". 

Le plan pm^, coupera la sphère cherchée suivant un cercle G ayant m,mjj pour 
sécante et pq pour tangente en p. On aura donc : 

cm, . qm^czzqp 

Le pian pmjm^ coupera la sphère cherchée suivant un cercle G' ayant m^mjf pour 
sécante et p(f pour tangente en p , on aura donc : 



i 

t 



q'm, . qm,:=zq'p^ 



i Le plan pm/n^ coupera la sphère cherchée suivant un cercle C ayant mjn^ 

l pour sécante et pq'' pour tangente en p, on aura donc : 



q m^.q m,=q p 



Si dans le plan P nous traçons trois cercles, savoir (Jig. 216): 
^ le cercle B du point q comme centre et avec qp pour rayon, 



le cercle B' du point q' comme centre et avec q'p pour rayon , 
le cercle B'^du point 9'' comme centre et avec^^P^^'* rayon, 
ces trois cercles B, B', B'^ se couperont , en général , en deux points p et p'^ mars 
ces deux points p etp' pourront se réunir en un seul r, qui serait alors situé sur 
la droite H' et dans ce cas , le plan P serait perpendiculaire au plan horizontal et 
tangent en rau cercle circonscrit K aux trois points donnés, et les trois cercles B, 
B', B" seront tangents en r. 

Mais si la trace H% coupe le cercle K, alors quelle que soit la direction du planP 
dans Fespace, le problème sera impossible et les trois cercles B, B', B" ne se cou- 
peront plus. 

Ainsi : i"" il y aura deux solutions si H' ne rencontre pas le cercle K et quelle 
que soit la direction du plan P. 
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2"" Il n'y aura qu'une seule solution si H' touche le cercle K, et , dans ce cas , le 
plan P devra être perpendiculaire au plan du cercle K. 

S"" 11 n'y aura pas de solution possible si H' coupe le cercle K. 
D'après ce qui précède , nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Étant donnés sur un plan trois points m^, m, et m^et une droite H' telle quelle ne 
coupe pas le cercle K, circonscrit au triangle m,m,m3; prolongeant les trois côtés du 
triangle jusqu'à leur rencontre en q^ q', q" avec la droite W y si de chacun de ces trois 
points q , q^ q" on mène des tangentes qi , q'i' , q''i'' au cercle K et si de chacun des 
points q , q', q", comme centres et respectivement avec les rayons qi , q'i', q"î", on 
décrit les trois cercles V, V, V, ces trois cercles s'entrecouperont en deux points y et y' 
situés sur la droite L menée par le centre o du cercle K et perpendiculairement à la droite 
IT'^ et les deux points y et Y seront également distants du point s en lequel les droites 
L et W se coupent. 

On peut faire varier Tangle a que le plan donné P fait avec le plan des trois 
points donnés m, , m., fn,, dès lors il n'est pas sans intérêt de savoir quel sera \elieu 
^éomé/riçtie des divers points de contact p des divers plans Pet des diverses sphères 
passant toutes par le cercle K qui est circonscrit au triangle m,m,m^. 

Pour déterminer ce lieu , menons par le centre o du cercle K , un plan Z per- 
pendiculaire aux divers plans P ayant pour trace commune la droite H'. 

Prenons ce plan Zpour plan vertical de projection, le plan du triangle étant le 
plan horizontal de projection; ce plan Z coupera H' en un point s; le cercle K 
en deux points m et m'; et les divers plans P, P', P"' ( faisant avec le plan du 

triangle les angles», «', a') y suivant des droites V, V, V", qui feront avec 

la ligne de terre précisément des angles égaux à a , œ', a' 

Ce même plan Z coupera les diverses sphères qui s'entrecoupent suivant le 

cercle K, suivant des grands cercles, C, C', C", tels que C et Cet C, 

seront respectivement tangents (/i^. 117) aux traces V^VjV", et aux points pyp\p'. 

Et ces points p, p\ p"y seront précisément les points de contact des sphères 

et des plaos. 

Ainsi le lieu des divers points de contact des sphères et des plans , sera une %ne 
plane et située dans le plan Z. 
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Ainsi le lieu des points de contact est un cercle ayant pour centre le point $. 

Lorsque l'on supposera que l'angle a est droit, le plan P sera vertical et dès 
lors, lescentres des sphères se trouvant sur la droite A élevée perpendiculairement 
au plan du cercle K et par le centre o de ce cercle , il faudra que Ton cherche sur 
la droite A un point a tel que sa distance au point m ou m soit égale à la perpen- 
diculaire sd menée par le point « à la ligne de terre , et Ton aura alors en d 
le point culminant du cercle D lieu des points de contact des diverses sphères et 
des divers plans satisfaisant les uns et les autres aux conditions établies ci-dessus. 

De ce qui précède , on peut déduire divers théorèmes relatifs à l'hyperboloide à 
une nappe. 

Et en eiïet : 

Concevons un hyperboloîde à une nappe 2, tel que les plans des sections cir- 
culaires soient perpendiculaires à une des génératrices droites G du premier 
système de cette surface gauche, ce qui peut exister; ces plans seront alors per- 
pendiculaires à une génératrice droite G, du second système , laquelle sera paral- 
lèle à G. 

Prenons pour plan de projection un plan Z , perpendiculaire à G et G. ; ce 
plan Z coupera G en un point m et G, en un point m\ et une suite de plans 

Z'j Z'\ Jl'\ parallèles à Z couperont la surface 2 suivant des cercles €', G"', 

Çl'\ qui se projetteront sur le plan Z suivant des cercles ayant pour 

corde commune la droite mai. 

Si nous menons dans le plan des droites G et G., une droite H' parallèle à 
G ou Gi 9 elle coupera le plan Z suivant un point ^. Et dès lors si Ton mène aux 

divers cercles G, C', G", G'", des tangentes s'appuyant sur la droite H% on 

formera un conoide A tangent à la surface gauche 2, et la courbe de contact \ se 
projettera sur le plan Z suivant un cercle D. De sorte que la courbe de contact (sera 
située sur un cylindre 4^, ayant la droite H' pour axe et le cercle D pour section 
droite. 

On peut généraliser, ce qui précède de la manière suivante : 

On peut couper l'hyperboloide à une nappe 2 par une suite de plans parallèles 
Z , Z\ Tl' y Z"\ suivant des ellipses , toutes ces ellipses seront semblables. 

Concevons deux génératrices droites de systèmes différents G et G, parallèles 
entre elles ; menons dans l'espace une droite H parallèle à G ou G, et située dans 
le plan y , qui , passant par G et 6. , sera un plan asymptote de la surface 2. 

Cela posé : 

Coupons tout le système par un plan Z, perpendiculaire aux droites G, G, et H. 
Ce plan Z, coupera ces droites, et respectivement en les points m, m'et ^ , et remar- 
quons que les trois points m, m'et^ seront en ligne droite. 
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Les diverses ellipses parallèles se projetteront sur le plao Z, suivant des 
ellipses semblables et semblablement placées, et ajantpour corde commune la 
droite wni^ 

Et si du point s on mène des tangentes à toutes ces projections elliptiques ^ les 
points de contact seront sur une ellipse D ayant le point « pour centre, et qui sera 
semblable et semblablement placée par rapport aux ellipses-projections. 

Ainsi on peut énoncer le théorème général suivant : 

^tani donné un hyperboUnde à une nappe 2 y si Con prend sur cette surface une géné- 
ratrice droite G , et si l'on construit le plan T qui , passant par G , sera asymptote à la 
surface 2 ; si dans ce plan T on trace une droite H parallèle à G, la courbe ( de contact 
de la surface 1 et d'un con&ide A engendré par une droite se mouvant parallèlement à un 
plan arbitraire X , en s' appuyant sur la droite H et sur la surface 1 , sera située sur un 
cylindre ^ , tel que , ses génératrices étant parallèles à la droite G ouVL^Vsa section 
droite sera une ellipse semblable et semblablement placée par rapport à la projectiah , sur 
le plan de section droite , de C ellipse section de la surface hyperboUnde 2 par tout plan 
parallèle au plan X , €l 2* son axe sera la droite H. 

Et nous devons faire remarquer que nous établissons , comme condition , que 
le plan X (quelle que soit sa direction dans l'espace) coupe toujours la surface 
hyperboloide 2, suivant une ellipse ou un cercle. 

Si l'ellipse de section par le plan parallèle à X se projette sur le plan de section 
droite suivant un cercle, le cylindre 4^ sera alors de révolution et il aura la droite 
H pour axe de rotation . 

Problème 7. Canstndre le centre et le rayon d'une sphère passant par deux points 
et tangente à deux plans. 

Désignons les deux points par m, et m, et les deux plans par P et Q. 

Les deux plans P et Q se couperont suivant une droite L; par cette droite L, 
nous pourrons mener deux plans R et R' perpendiculaires et bi-secteurs des 
angles a et a que font entre eux les plans P et Q. 

Sur le milieu de la corde m^^ y et perpendiculairement à cette corde , nous 
mènerons un plan S. 

Les plans S et R , S elR' se couperont suivant deux droites X et X' sur lesquelles 
seront situés les centres des sphères cherchées. 

On devra donc chercher sur X un point o tel que ses distances à l'un des 
points m. et m. et à l'un des plans P et Q soient égales. Nous sommes donc encore 
conduit à employer le premier mode de solution du problème 6 précédent. 

Il pourra donc y avoir deux points sur X et sur X', ou un seul , ou aucun. 
Dès lors 9 le problème peut avoir : 
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i"* Quatre solutions, ou 2"" trois solutions, ou 3"" deux solutions, ou A"" une 
solution, ou 5"" aucune solution. 

Lorsque l'on voudra construire V épure , pour simplifier les constructions , on 
pourra prendre : i"" le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical 
de projection perpendiculaire au plan Q et passant par un des deux points donnés , 
ou 2"" le plan P pour plan horizontal de projection et le plan vertical de projection 
passant par les deux points donnés. Alors le plan Q sera oblique par rapport 
aux deux plans de projection. 

Problème 8. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par un point et 
tangente à trois plans. 

Désignons le point par m et les plans par P, Q et R. 

Les plans P, Q et R se couperont deux à deux suivant trois droites I , Vj l" qui 
se croiseront en un point p, et ces trois droites seront : 

I intersection des plans P et Q 

1' P et R 

1" Q et R 

Gela posé : 

Par la droite I , nous ferons passer deux plans X et X' rectangulaires entre eux 
et bi-secteurs par rapport ^ux plans P et Q ; par la droite 1^ nous ferons passer 
deux plans Y et Y' rectangulaires entre eux , et bi-secteurs par rapport aux plans 
PetR. 

Par la droite V\ nous ferons passer deux plans Z et Z' rectangulaires entre eux , 
et bi-secteurs par rapport aux plans Q et R. 

Les trois plans P, Q, R forment un angle solide; les plans X^ Y^ Z qui divi- 
sent en deux parties égales les angles dièdres intérieurs de cet angle trièdre se 
coupent suivant une même droite J, laquelle contiendra le centre o de la sphère 
cherchée. 

Il faudra donc chercher sur la droite J un point o également distant du point m 
et de Tun des trois plans donnés P, Q, R. 

On se trouve ainsi conduit à employer le premier mode de solution du pro- 
blème 6. 

Le plan Z coupera les plans Y' et X' suivant une droite J'. 
Le plan X coupera les plans Y' et Z' suivant une droite i". 
Le plan Y coupera les plans Y' et Z' suivant une droite J'". 

Pour chacune de ces droites, il pourrait exister deux centres ou un centre ou 
aucun centre. 
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Le problème parait donc y à la première vue, avoir en général ^ huit solutions ; 
voyons si la chose est possible. 

Les quaire droites J, J', i", i"\ se coupent en un seul et même point qui 
n'est.autre que le point p. 

Les trois plans donnés P, Q, R divisent l'espace en huit riions trièdres. 

1" Le point donné m ne peut être que dans une de ces régions, sll n'est pas 
situé sur Tun des trois plans. 

2"* Si le point m est situé sur un des trois plans donnés , il appartiendra à deux 
régions adjacentes parle plan sur lequel le point est placé. 

S"" Si le point OL est situé sur l'une des trois droites I , T, T qui se croisent au 
point p , ce point m appartiendra à quatre régions contiguês par l'arèle sur 
laquelle le point m est situé. 

Cela posé : 

i"* Lorsque le point m sera dans l'intérieur d'un angle trièdre, on ne pourra 
considérer que la droite intersection des plans bissecteurs des angles dièdres inté- 
rieurs par rapport à cet angle trièdre. 

On ne pourra donc avoir que deux solutions et toujours deux dans ce cas. 

2"" Lorsque le point m sera sur un des trois plans donnés , pour que le problème 
soit possible , il. faudra .que la perpendiculaire menée par le point m à ce plan aille 
rencontrer l'une des deux droites J et J^ intersection des plans bi-secteurs des 
angles dièdres intérieurs par rapport à chacune des régions dièdres adjacentes. 

Dans ce cas, il n'y aura en général aucune solution; toutefois, avec certaines 
données^ il pourra .en exister une; et pour qu'il y en ait deux, il faudra que le 
plan bi-secteur qui contient les deux droites J et J", non-pseulement passe par le 
point m, mais soit encore perpendiculaire au plan sur lequel ce point m est situé. 

3"* Lorsque le point m. est situé sur une des trois arêtes I, T, T, il ne peut 
évidemment exister aucune solution. 

On voit donc que les trois problèmes 6, 7 et 8 se résolvent delà même manière, 
puisque pour leur solution on est conduit, en définitive, à celle d'un problème 
unique et le même pour les trois cas, savoir : tramer sur une droite un point éga- 
lement distant d'un point donné et d'un plan donné. 

«» 

Problème 9. Construire le centre et le rayon d'une sphère tangente à quatre plans. 

Désignons les quatre plans par 2,, 2., 2,, 2^. 

Ces quatre plans se couperont deux à deux suivant six droites, et trois à trois 
suivant quatre points. 

Ces quatre points seront les sommets d'un tétraèdre dont les six droites seront 
les arêtes. 

41 
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Désignoaft par «, 9 «. f «, » «« les quatre sommela; ê^ élant qipoaià la Ihce 2. t <. ^ 
la face 2. , et ainsi de suite. 

Les arêtea («,«.) et (V4)~(««0 ^^(v*)— (mO «t (M4) seront dites aorétas appo- 
sées, et les arêtes opposées ne peuvent être évidemment situées daps un même 
plan. 

Pour faciliter les raisonnements désignons les trois couples d'arèles opposées 
par 1 et T, I. et I/, I. et I/. 

Les deux faces qui se coupent suivant Taréte 1 fiorment deux anglfsqnt sont 
suppléments fun de Tautre. Désignons par P et Q lefli plans bMecleurs de ces 
angles, le plan P divisant Fangle intérieur du tétraèdre et le plan Q l'angle eité- 

rieur de ce même tétraèdre. 

* 

Nous désignerons de même: 

par P' et Q' les plans bi-secteurs passant par TaréteT 
par P^ et Q, les plans bl-seeteurs qui passent par I. 
par P/ et Q/ oeux^ qui passent par 1/ 
par P3 et Q. ceux qui passent par I, 
et par P/ et Q/ ceux qui 1 passent par V 
Cela posé : 

Les plans biniecteurs intérieurs P et P/ se couperont, soi vaut une droite J et les 
plans bi-secleurs extérieurs P et Q' suivant une droite J'. 
Mk droite J coupera Tarète I au point f7i et Tarètel^ au point m'. 
La droite J' coupera Tarète lau point x et Tarète Tao pointa:'. 
Quelle que soit la fbcmedu tétraèdre leapoints met m' existeront toujours, mais 
les points x et x' peuvent être situés, tous deux à l'infini. 
Et en effet : si les plaqsR et Q sont parallèles, la droite J^ sera située à Tinfini. 
Si les plans R et Q' sont parallèles, ladroite Xleur sera perpendiculaire > puis- 
que les plans bi-secteurs Pet Q, P'et Q' sont perpendiculaires entre eux, et dès 
lors la droite mm' sera la plus courte distance existant entre les arêtes I et T. 

€e que nous venons de dire pour le couple* d'arêtes I et T peut avoir lieij en 
même temps pour le second couple I, et I/, et ainsi avoir lieupour deux couples; 
et la même chose peut aussi avoir lieu pour les trois couples» 

Si lesdroite» J', J/, J/ sont respectivement dirigées suivant les plus courtes 
distances existant entre I et i', I, et I/, I. et L% alors, le tétraèdre est évidem- 
ment régulier. 
Cela posé : 

Construisons les centres des sphères tangentes aux plans dw ^atre faces du 
tétraèdre. 

Les six plans bi-secteurs des angles intérieurs P, P', P, , P/, P„ P/ se coupe* 
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ront en uDseol etjnèmepotiilo'qiiisera le oMlred^ la sphère inscrite an tétraèdre. 

Les trois plans qui divisent en parties ^lea les • trois aqgles extérieurs par 
rapport à une fiioe 2, se couperont en un point p, qui sera extérieur à cette face , 
et quelle que soit la forme du tétraèdre ce point p, évidemment existera toujours; 
on aura donc quatre sphères extérieures tangentes aux quatre faces I^ , 2^ , X, 2^ 
et dont les centres seront désignés par p., p.» p,* p^- 

Remarquons que le point de contact delà sphère (ayant p, pour centre) avec 
la face 2, sera situé dans l'intérieur de cette face triangulaire 2, du tétraèdre et 
qu'il en sera de mène pour les quatre sphères extérieures. 

Considérons maintenant l'angle prismatique formé sur une des arêtes du 
tétraèdre, l'arête I par exemple. 

Le centre de la sphère tangente aux quatre plans aura son centre sur la 
droite J, intersection des deux plans bi-secteurs et intérieurs P passant par l'arête 
I et P^ passant par l'arête opposée V. 

Le centre sera ensuite donné par la rencontre do la droite J avec l'un des 
quatre plans bi-secteurs extérieurs passant par l'une des quatre autres arêtes 

I r I r 

Or, peut-il arriver que l'arête J soit parallèle à l'un de ces plans ^ et par suite 
à tous les quatre ? Auquel cas le œure de la èphère se trouveraii sHùé à l'i^ni. 

Remarquons que ce qui peut arriver pour la droite J, peut arriver en même 
temps pour la droite ï et aussi pour la droite y et ainsi les trois sphères tangentes 
aux faces des angles prismatiques , peuvent exister toutes trois ; mais peut-il 
n'en exister que deux, peut-il n'en exister qu'une , peut-il n'en exister auc>ine? 

D'après ce qui précède on voit que ce problème aura toujours cinq solutions 
données par la sphère inscrite et les quatre sphères extérieures tangentes aux 
faces du tétraèdre. Mais pourra-t-on avoir six, ou sept, ou huit solutions suivant 
qu'une, ou deux, ou trois des sphères tangentes aux faces des angles prisma* 
tiques auront leurs centres situés à l'infini? Cest ce qu'il s'agU d'examiner. 

Nous allons donc démontrer que les centres de ces trois sphères peuvent , suivant 
h forme du tétraèdre, l"" être situés tous les trois à diatanoe finie, ou 2"" que l'un 
d'eux peut être situé à l'infini ^ ou 3"* que deux d'entre eux , ou A"" que tous les 
trois, peuvent être transportés à l'infini. 

Lorsque l'on considère l'angle prismatique existant sur l'arête I , Ton consi- 
dère aussi l'angle prismatique existant sur l'arête opposée T; et l'on a vu que le 
centre de la sphère était situé sur la droite J s'appuyant sur les arêtes opposées 
I et V, et au point en lequel cette droite J perçait l'un des quatre plans (bi-sec- 
leurs des angles extérieurs du tétraèdre) menés par les quatre arêtes Mm ^.^^ 
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«,^9 ^4 9 désignant par «, et t. les sommets par lesquels passe la droite I, et par 
s, et 8^ ceux par lesquels passe Tarète opposée T. 

Les quatre plans bissecteurs dont nous venons de parler se coupent donc en on 
seul et même point, que nous désignerons par z, lequel sera situé sur la droite J 
et sera le centre de l'une des trois sphères qui peuvent exister ou non. 

Pour chaque couple d'arêtes opposées I, T, et I., T., et I,, T., on pourra faire 
les mêmes constructions , on aura donc trois centres z, z\ z\ 

Dès lors, on voit que les six plans bi-secteurs des angles extérieurs du tétraèdre 
se coupent quatre à quatre en les trois points z , z\ z\ 

Ainsi ces six plans déterminent, par leur intersection deux à deux, un tronc 
de pyramide quadrangulaire , qui sera un noyau commun à trois pyramides 
quadrangulaires ayant respectivement pour sommet les points z , z% %*. 

Une de ces pyramides deviendra un prisme si son sommet est transporté à 
l'infini ; deux de ces pyramides pourront être des prismes; enfin les trois pyra- 
mides pourront être des prismes. 

Cela pose : 

Concevons un tronc quadrangulaire quelconque, r, «. i^ ê^ t, s^ t^s^ (fig, ilS) 
noyau de trois pyramides quadrangulaires ayant pour sommet respectif les 
points z , z'j z'*. Les sommets 9, «, s^ s^ formeront un tétraèdre. 

Imaginons que les six faces du tronc quadrangulaire sont précisément les six 
plans bi-secteurs des angles extérieurs de ce tétraèdre. 

La droite J passera par le point z et s'appuiera sur les deux arêtes t)pposées 
I et l' ou 8, 8^ et «, 8^ du tétraèdre. 

La droite J, passera par le point z' et s'appuiera sur les deux arêtes opposées 
1, et I/^ ou s «, et «, s^du tétraèdre. 

La droite J, passera par le point z" et s'appuiera sur les deux arêtes opposées 
I, et l/ou 8,8^ et V, du tétraèdre. 

Ces trois droites J, J., J, passeront par le centre o de la sphère inscrite au tétraèdre ; 
ainsi qu'il a été dit ci-dessus. 

Les faces opposées du tronc de pyramide quadrangulaire formé par les six plans 
bi-secteurs des angles extérieurs, n'étant point parallèles, les droites J , J. et J. ne 
seront point dirigées suivant les plus courtes distances existant entre les couples 
d'arêtes opposées du tétraèdre. 

Gela dit : 

Supposons que le point z soit transporté à l'infini , alors les arêtes 8,î, , «.i., #,(, , 
8j^ seront parallèles.. 

Menons par la droite qui unit lés points z' et z" un plan perpendiculaire à ces 
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arêtes parallèles. Ton aura pour section un quadrilatère , dont les côtés opj^osés 
prolongés iront concourir aux points z et z'' 

Le tronc prismatique que Ton obtiendra dans ce cas, n'aura pas de faces oppo- 
sées parallèles. 

Supposons que les deux points z et Assoient tous les deux transportés à Tinfini ; 
alors nous pourrons mener par le point 2'^ deux droites, Tune R parallèle aux 
quatre arêtes : ê,t, , 9jt^, s^u^ 9j^ qui sont parallèles entre elles puisque le point s est 
supposé situé à l'infini, l'autre R, parallèle aux quatre arêtes: «^, sjt^^ 9ji^, sjt,, 
qui sont parallèles entre elles puisque le point z' est supposé situé à l'infini. 

Les deux faces «,^.«,t, , M^Vi» ^^ont donc des parallélogrammes, et les deux faces 
«.^,*A» #.MA seront des trapèzes. 

Par conséquent , le tronc compris entre les six plans bi-secteurs des angles 
extérieurs du tétraèdre sera un prisme tronqué {fiy. 119), ayant pour section droite 
un trapèze. 

Dans ce cas les faces Stt^jt^ et tfijijt^ étant parallèles, la droite J, qui passe par le 
point z'^ et qui s'appuie sur les arêtes opposées du tétraèdre s^s^ei 8,8, sera dirigée 
suivant la plus courte distance existant entre ces deux arêtes. 

Supposons que les trois points z, z\ z" soient en même temps transportés à 
l'infini, alors le tronc deviendra un pri8me. Et comme les six faces de ce prisme 
seront deux à deux parallèles, il s'ensuivra que les trois droites J , J. et J, seront 
dirigées suivant les plus courtes distances existant entre les arêtes opposées I et l\ 
I. et !/, I. et 1/ du tétraèdre, qui évidemment sera dans ce cas un tétraèdre 
régulier. 

Le prùme ne sera donc autre qu*un cttéeCji^. 120), puisque le tétraèdre est 
régulier. 

De ce qui précède nous pouvons conclure le théorème suivant : 

Étant donné un tétraèdre et ayant construit le centre delà splière inscrite; une seule 
des trois plus courtes distances existant entre les trois couples d'arêtes opposées peut 
passer par ce centre 0; mais s'il en passe deux, toutes les trois y passeront. 

On doit voir, en vertu de tout ce qui précède , que les sommets r,, 1,, r,, t^ du 
tronc de pyramide triangulaire , sont précisément les centres des sphères tangentes 
aux faces prolongées du tétraèdre et dont le contact est situé pour chacune d'elles 
dans l'intérieur de la face triangulaire du tétraèdre qui lui correspond. 

En sorte que les huit centres (fig. 118) des sphères tangentes à quatre plans 
seront : l"" le point o pour la sphère inscrite au tétraèdre , 2"* les quatre points 1. , 
^ > ^> ^4> pour les quatre sphères extérieures tangentes aux faces du tétraèdre , et 
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3"* les trois points z, z\ s"' pour les trois sphères construites pour ios angles 
prismatiques. 

On aura donc en lignes droites les trois points: 

Et les droites oz, oz\ az\ s'appuieront, savoir : 
oz sur les arêtes opposées M4 et m. du tétraèdre. 
oz sur les arêtes opposées tjt^ et M4 du tétraèdre. 
oz' sur les arêtes opposées s^s^ et ^4 ^^ tétraèdre. 

Lorsque les trois dernières sphères auront leurs centres transportés à F infini, 
alors le cube pourra être décomposé en deux tétraèdres : 

M.M4 et t,tj,t^. 

Pour le premier tétraèdre les centres des quatre sphères extérieures tangentes 
aux faces seront les points (.^,14 , et pour le deuxième tétraèdre ces centres seront 
les points itSj^^^. 

On peut donc dire que ces deux tétraèdres sont réciproques l'un par rapporta 
Tautre; de plus, le centre des sphères inscrites à l'un ou i l'autre sera le même 
point centre du cube, et ces deux sphères auront évidemment même rayon ; 
ainsi les deux tétraèdres ont dans ce cas même sphère inscrite. 

En résumé le problème peut n'avoir que cinq solutions, il peut en avoir 
Ci ou 7 ou 8. 

Le minimum du nombre des solutions est cinq. 
Le maximum du nonibre des solutions est huit. 

Problème 10. Construire le centre et le rayon de la sphère tangente à trois droites et 
à un plan. 

Désignons les trois droites par D,^ D. , D, , et le plan par P. 

Dans le cas le plus général les trois droites données perceront le plan donné 
chacune en un point. 

Désignons par tf., d,, (/,, le point en lequel le plan P est respectivement percé 
par les droites D, , D,, D,. 

Nous construirons les trois cônes du second degré A, , A,, A^, qui ayant respec- 
tivement pour sommet les points e/,, d,, rf,, sont le lieu des points de Tespace 
également distants du plan P et de chacune des droites D,, D., D,. Les cônes 
A. et A, se couperont suivant une courbe à double courbure du quatrième degré , 
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kiq.u6lle sera coupée par le cône A, en général en buit points. Ainsi le problème 
aura en général huit solutions. 

Comme cas parliculiers on peut supposer que les trois droites données sont 
parallèles au plan P. Et pour que le problème soit possible, il faut évidemment 
que les trois droites soient situées d'un même côté du plan P. 

Dans ce cas les oônesAi, A,, A,» deviendront des cylindres paraboliques. 

Si deux droites seules D. et D, sont parallèles au plan P et situées du môme 
côté par rs^^port. à ce plan , alors les deux cônes A, , A, seront seuls des cylindres 
paraboliques. 

Si une seule droite D, est parallèle au plan P, alors le cône A, sera le seul 
qui.deviendra un cylindre parabolique. 

Et, dans tous ces cas, on pourra avoir en général huit solutions. 

Si lesdroitesD.etD.ylout en étant parallèles au plan P, sont aussi parallèles entre 
elles, alors les deux cylindres A, et A, se couperont suivant deux génératrices droites 
K et K', parallèles à D. et D, , parce que les sections droites de ces cylindres 
seront deux paraboles 6. et 6,, dont les axes infinis seront parallèles , et que les 
paramètres de ces courbes ne seront point égaux si D, et D. sont inégalement 
distants du plan P. Dans ce cas, Ton n'aura que quatre solutions, puisque 
chaque droite K et K' percera le cône A, en deux points. 

Si les droites D. et D, sont également distantes du plan P, les deux paraboles 
6. et 6, seront égales et ne se couperont qu'en un point, alors les cylindres A. et 
A, ne se couperont que suivant une génératrice droite K, laquelle percera le 
cône A3. en deux points; le problème n'aura donc, dans ce cas, que deux 
solutions. 

Si les trois droites D. , D,, D,, sont parallèles entre elles et au plan P, il faudra 
que les trois cylindres A., A, , Aj , se coupent suivant une seule et même généra- 
trice droite K pour que la solution du problème soit possible , et , dans ce cas , 
on aura une infinité de sphères de même rayon , et dont les centres seront situés 
sur la droite K. 



Problème il. Canstrmre le centre et le rayon d'une sphère tangente à deux droites 
et à deux plans. 

Désignons les deux droites par D, et D^, et les deux plans par P, et P,. 

Désignons par d, et 6. les points en lesquels la droite D, perce les plans donnés , 
etpar<i(i,et6^e6ux.eAle8qiiel8!la droite D. perce cas mêmes pians, les points d. et 
d, étant sur le plan P. et les points b, et 6. éUnt sur le plan P,. 

Désignons par Q et Q' les plans bi-secteurs des angles compris par les plans 
P.etP.. 
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Désignons par A. le cône du second degré ayant son sommet en <, et qui est le 
lieu des points de l'espace également distants de la droite D. et du plan P.. 

Désignons par B. le cône du second degré ayant son sommet en^. , et qui est le 
lieu des points deTespace également distants de la même droite D, et du second 
plan P^. 

Nous aurons encore les deux cônes A, et B., lorsque Ton considérera la 
droite D,. 

Le plan Q coupera respectivement les cônes A, , B. , A,, B., suivant des sections 
coniques 7., 6,, 7,, 6,. 

Les points communs à 7. et 6. seront également distants de la droite D. et du 
plan P. comme appartenant à la courbe 7,, et ils seront également distants de la 
droite D, et du plan P, comme appartenant à la courbe 6,. 

Ces deux sections coniques, 7. et 6,, se couperont en général en quatre points. 

Le plan Q' coupera respectivement les cônes A., B., A., B,, suivant des sections 
coniques 7/, 6/, 7/, 6/, et les points communs à 7/ et 6/, et qui en général seront 
au nombre de quatre , donneront quatre nouvelles solutions. Ainsi en général le 
problème peut avoir huit solutions. 

Remarquons que les points en lesquels se coupent les deux sections coniques 
7, et 6,, ne peuvent être que quatre des premiers points trouvés et fournis par 
l'intersection des courbes 7, et 6,; ainsi les quatre courbes situées sur le plan Q 
s'entre-coupent en quatre points et aussi les quatre courbes situées sur le 
plan Q'. 

Problème 12. Construire le centre et le rayon d'une sphère tangente à une droite 
et à trois plans. 

Désignons la droite par D et les trois plans par P., P,, P,. 

La droite donnée D percera les plans donnés P., P,, P,, chacun en un point 

d\d\r. 

Désignons les cônes lieux des points de Tespace également distants de la droite 
D et de chacun des plans donnés par : 

A. ayant son sommet en d\ 

A.... . d\ 

A3 d!'[. 

Les plans donnés se couperont en un point s, par lequel passeront les trois 
arêtes de l'angle trièdre formé par les trois plans. 

Désignons ces arêtes par I, \\ V\ I étant l'intersection des plans P, et P., 
r des plans P, et P„ l" des plans P, et P,. 
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Désignons par Q et Q. les plans bi-secleurs passant par Taréte I , 
par Q' et Q/ ceux passant par l\ 
par Q" et Q", ceux passant par 1". 

Les plans Q, Q\ Q" seront ceux qui divisent les angles intérieurs de l'angle triédre. 

Cela posé : 

Les trois plans Q, Q\ Q'\ se couperont suivant une droite R, et les droites 
J, J', y\ seront les intersections des plans Q,, Q!j.Q'\ combinés deux à deux. 

Chacune des quatre droites R , J , J', J" percera Tun des trois cônes A, , A, , 
A3 en deux points ; on aura donc en général huit solutions. 

Et comme Ton peut combiner les quatre droites avec l'un quelconque des trois 
cônes, il s'en suit que les points, centres des huit sphères, seront ceux en les- 
quels les trois cônes A,, A,^ A, s'entrecouperont. 

Chacun des trois plans Q , Q\ Q" bi-secteurs des angles intérieurs coupera les 
trois cônes, et l'on aura : 

une section conique 7, intersection de Q et A, 

y. Q et A. 

y. Q et A, 

une section conique 7/ intersection de Q' et A, 

7/ Q' et A. 

7/ Q" et A, 

une section conique 7/' intersection de Q" et A, 

y/' Q'' et A. 

7/' Q" et A, 

Ces neuf sections coniques s'entrecouperont en deux points situés sur la droite 
R, etc., etc. 

Problème 13. CoMînàre le centre et le rayon ttvne sphère panant par deux points 
et tangente à une droite et à un plan. 

Désignons les deux points par m. et m. ; la droite par D ; et le plan par P. 

1* Nous construirons le plan X mené par le milieu de la corde m,iii, et perpen- 
diculairement à cette corde. 

2'' Nous construirons le cône A lieu des points de l'espace également distants 
de la droite D et du plan P. 

3"" Nous construirons le cylindre parabolique . B, lieu des points de l'espace 
également distants du point in, et de la droite D. 

Le plan X coupera le cône A suivant une section conique 7 et le cylindre B, 
suivant une autre section conique S. 

4S 
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Les deux courbes 6 et y se couperont en général eu quatre poiQt$ qui seront 
les centres des sphères demandées. 
Ainsi le problème aura en général qua&re solutions. 

Problème ià. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par un point 
et tangente à deux droites et à un plan. 

Désignons le point par m , le plan par P et les deux droites par D, et D.. 
Nous construirons : 

1*" Le cône A. lieu des points également distants du plan P et de la droite D,. 
2'' Le cône A, lieu des points également distants du plan P et de la droite D,. 
3" Le paraboloîde de révolution 2 ayant le point m pour /oi/er et le plan P pour 
plan directeur. 

Ces trois surfaces A, , A, et 1 s'entrecouperont en général en huit points qui 
seront les centres des sphères demandées. 

Problèmi: 15. Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par un point 
et tangente à une droite et à deux plans. 

Désignons le point par m, la droite par D et les deux plans par P. et P.. 

Nous construirons : 

l"" Les deux plans Q et Q' bi-secteurs des angles des deux plans P, et P.. 

S"" Les cônes A. et A, lieu des points de l'espace également distants le premier de 
la droite D et du plan P, et le second de la même droite D et du plan P.. 

3*" Les deux paraboloîdes de révolution 2, et 2. ayant le point m pour foyer com- 
mun et respectivement les plans P, et P, pour plan directeur. 

4"" Le cylindre parabolique B lieu des points de l'espace également distants 
du point m et de la droite D. 

Toutes ces surfaces doivent s'entrecouper en des points qui seront les centres 
des sphères demandées. 

Le plan Q coupera le cône A. suivant une section conique y. dont tous les points 
seront également distants de la droite D et des deux plans P, et P.. 

Le même plan Q coupera le paraboloîde 2, suivant u^e section conique (, dont 
tous les points seront également distant du point m et des deux planai P. et P.. 

Par conséquent , les quatre points en lesquels les deux courbes y, et i se cou- 
peront ( en général; , seront également distants du point m , de la droite D et des 
deux plans P, et P.. 

On aura donc quatre points sur le plan Q ; on ^ura aussi quatre points sur le 
plan Q' qui sevmi les centres des sphères cherchées» 

Ainsi le problème peut avoir en général huit solutions. 
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Étant donnés sur le plan horizontal un point /et une droite B {fiy. 121 ), 
on sait que le lieu des points du plan horizontal également distants de la droite B 
et du point / est une parabole 6 ayant le point / pour foyer et la droite B pour 
directrice. 

Concevons un cylindre 2 ayant la parabole 6 pour section droite. Si par la droite 

B on mène une suite de plans P, P\ chacun de ces plans coupera le cylindre 

suivant une parabole d, if^ qui aura pour projection horizontale la paraboles. 

Si Ton regarde le point /comme le sommet commun aux divers cônes K, K^.... 

ayant respectivement pour directrices les paraboles d, H^ ces divers cônes K, 

K', seront de révolution, et auront pour axe commun de rotation la droite A 

élevée par le point /perpendiculairement au plan horizontal. 

Et en effet : 

Prenons la ligne de terre LT perpendiculaire à la droite B; H'' (qui ne sera 
autre que la droite B) et V seront les traces du plan P' coupant le cylindre 1 
suivant une parabole ^ dont 6 sera la projection horizontale. 

Considérons un point m de la courbe i, ses projections seront m" et m'^; la 

distance du point m à la droite B aura pour projections m'Y^, m'Y (1^ droite m'^q 
étant perpendiculaire à la droite B ) et la distance du point ml à la droite B sera 

égale à sa projection verticale m'Y^ puisque cette distance est mesurée sur une 
droite parallèle au plan vertical. 

La distance du point m' au point/, aura pour projections m^f et m'y. 

Et comme on a : m'^q:=m'^f puisque le point m'* est sur la parabole 6 et que / 
est le foyer de cette parabole 6 et que B est la directrice de cette même parabole , 

il est évident que les distances q'm' et m/sont égales. 

Ainsi , tous les points de la parabole if sont également distants du point/ et de 
la droite B. 

Ainsi le cylindre 2 est le lieu des points de l'espace également distants du point 
/ et de la droite B. 

Ainsi toutes les paraboles d, ^, ont hors de leur plan, un foyer commun 

qui est le point/ et une directrice commune qui est la droite B, trace horizontale 
commune à tous les plans P, P", de ces diverses paraboles d> d" 

Cela posé : 

Menons par le point / une droite G' parallèle au plan vertical de projection et 
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faisant avec le plan horizontal un angle a' égal à l'angle que le plan P' fait avec 

le même plan horizontal. 

Les projections de cette droite G' seront G'* parallèle à la ligne de terre et G" 
faisant avec la ligne de terre un angle a égal à l'angle que la trace verticale V du 
plan P' fait avec cette même ligne de terre. 

Si l'on fait tourner la droite G' autour de la verticale A passant par le point /, 
cette droUe G' engendrera un cône de révolution K ayant le point / pour sommet 
et la droite A pour axe de rotation. 

Ce cône K sera coupé par le plan P' suivant une parabole y', car ce plan P' sera 
parallèle à la génératrice G' du cône K , qui se trouve située dans le plan méridien 
de ce cône K mené parallèlement au plan vertical. 

Or, pour un point x de la courbe /, la dislance de ce point xk la droite Bsera 
égale à la distance de ce même point x au point /, puisque ces distances sont 
comptées sur des droites qui font avec le plan horizontal un même angle et égal 

à«'. 
La courbe y' n'est donc autre que la courbe J*. Donc , etc. 
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Proposous-nous de chercher le lieu géométrique H des points de Tespace dont 
les distances à deux autres lieux géométriques S et S' sont dans un rapport 
constant, et supposons, pour simplifier le problème et pour le faire rentrer dans 
les conditions que nous avons établies précédemment en cherchant le centre et 
le rayon d'une sphère satisfaisant à quatre conditions, que le lieu S ou S' est un 
jmniy ou une cb-oîte, ou un p/an. 

I. Lieu des points de C espace dont les distances à deux droites fixes sont dans un 
rapport constant. 

Désignons par M et N les deux droites données. 

Prenons la droite M pour axe des z, et supposons que le plan des %x soit 
parallèle à la droite N, et, de plus, que Taxe des y soit dirigé suivant la plus 
courte distance existant entre les droites M et N. 

Désignons par a la tangente trigonométrique de Tangle que les droites M et N 
font entre elles, et par b la longueur de leur plus courte distance, et par n le 
rapport des distances d'un point de l'espace à ces droites M et N. 

Les équations de la droite M seront : x=0\ 9= 0. 
Les équations de la droite N seront : y = 6 , a;s=3az. 



i 
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Et réqualion du lieu H demandée sera (^) : 

(a? — 01)* 



a.-+îr=n'[(*-,)'+iî^] 



La surface H est donc un hyperboloide à une nappe, et non de révolution. 
Si Ton suppose que <i=q» on trouve Péquation: 

Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances à deux droites fixes 
rectangulaires entre elles et non situées dans un même plan sont entre .elles dans 
le rapport constant n, est encore un hyperboloide à une nappe, et non de 
révolution. 

Si Ton suppose que a = , on trouve Téquation : 

aî«(n*— 1) =y'— n'(6— y)* 

Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances à deux droites fixes 
et parallèles sont entre elles dans le rapport constant n^ est une surface 
cylindrique du second degré dont les génératrices sont parallèles aux droites 
fixes. 

Si Ton suppose que 6 = , on trouve l'équation : 



n* 



Ainsi le lieu des points de l'espace dont les distances, à deux droites fixes qui 
se coupent , sont entre elles dans le rapport constant n , est une surface conique 
du second degré ayant pour sommet le point en lequel se coupent les droites 
fixes. 

Je n'ai pu encore parvenir à déterminer la nature géométrique du lieu H et dans 
les cas précédents , au moyen des considérations de la géométrie descriptive ; j'ai 
donc dû recourir à Vanalyse de Descartes. 

Mais pour tous les cas où l'on suppose que ii=l| j'ai pu parvenir au résultat 
par des considérations géométriques assez simples , ainsi que cela a été exposé et 
développé au commencement de ce chapitre , § V\ 



(*) Foir la Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de roUtion 
entre deux axes sitaés ou non dans un même plan , page 108 et suivantes* 
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H. Lieu des points de l'espace dont tes distances à un point fixe et à mh plan inva- 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons le point par o et le plan par P. 

Plaçons l'origine des coordonnées au point donné, et prenons le plan des zy 
parallèle au plan donné. 

Les coordonnées du point o seront a: = 0, i/ = 0,z=:0. 

L'équation du plan P sera x =:a. 

Cela posé : 

Prenons un point m dans l'espace, et représentons ses coordonnées par 

x\ y\ z. 



La distanoe D du point m an point o, sera exprimée par Dca \/x'^^^^x'*, 
La distance D. du point m au pian P sera égale à (a — x'), et comme on doit 

. D 
avoir rr- = n , on aura : 

OU 

qui sera l'équation du lieu demandé (en remplaçant x\ j^, % par x, y, %). 

Cette équation (1) représente une surface de révolution, dont l'axe de rota- 
tion est l'axe des x. 

En y faisant zowy égal à zéro , on aura l'équation de la courbe méridienne , 
qui sera , en faisant z ?=: : 

x\l— n') +y*+ Wax^n^a^ = (2) 

1^ Cette équation (2) rq^résentera une elMpae , si l'on a : ii'> 1 ,. et alors la 
surface sera un ellipscide de révolution ayant son axe de rotation dirigé suivant la 
plus courte distance du point o au plan P; 

2"" Cette équation (2) représentera une kyperkolCf si Fou a:ii*>l, et Taxe 
transverse de cette courbe sera dirigé suivant l'axe des x] car en transportant 
l'origine au centre de la courbe on trouve pour l'équalion dte cette hyperbole : 

£t il est évident qu'en vertu de la condition : n*>1, quel que soitn, le dernier 
terme sera positif. Donc etc. 
La surface sera donc dans ce cas un hyperbol&ute à deux nappes et de révolu* 
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tion ayant son axe de rotation > dirigé suivant la plus courte distance du point 
o au plan P. 

3** Cette équation (2) représente une parabole si Ton a : }ii=; 1 , et cette courbe 
a Taxe des x pour axe infini. 

La surface sera donc dans ce cas un parabolaide de révolution ayant son axe de 
rotation dirigé suivant la plus courte distance du point o au plan P. 

III. Lieu des points de l'espace dont les distances à un point fixe et à une droite tnm-* 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons le point par o et la droite par B. 

Plaçons l'origine des coordonnées au point donnéet prenons Taxe des 2 parallèle 
à la droite B et de plus faisons passer le plan des zx par cette droite B. 

Les coordonnées du point o seront a;=Oy t/p=:0, 2;=:0» et les équations de la 
droite B seront y 2=^0 et xz=a. 

Gela posé : 

Prenons un point m dans l'espace et représentons ses coordonnées par x\ 

y\ »'• 

La distance D du point m au point sera exprimée par D=k^x* +1/'' + * '- 

La distance D, du point m à la droite B sera exprimée par D, = J/^ 1/'' + (a — x'y . 
Et comme on doit avoir g- =»*, on aura : 

OU 

qui sera l'équation du lieu demandé (en remplaçant x\ y, %' par «, y, *). 

Cette équation (3) représente une surface de révolution dont l'axe de rotation 
est parallèle à l'axe des z et situé dans le plan des zx. 

En faisant y=0, on aura l'équation de la courbe méridienne qui sera : 

V Cette équation représentera une ellipse j si Ton a : n'<l, et la surface sera un 
elHpscUde de révolution. 

2* Cette équation représentera une hyperbole dont l'axe transverse sera dirigé 
parallèlement à l'axe des a , si l'on a : ii*<4 ; et la surfaee sera un hffperbolOde à 
deux nappes et de révolution. 

3- Si l'on suppose que Ton a : n^=^, alors Téquation du Heu demandée, se 
réduit à : . 
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qui est l'équatioD d'un cylindre dont les génératrices droites sont parallèles à 
Taxe des y et dont la section droite donnée par le plan des 20; est une parabole ayant 
le point pont foyer, la droite B pour directrice et Taxe des x pour axe infini. 

IV . Lieu des points de l'espace dont les distances à une droite fixe et à un plan inva- 
riable sont dans un rapport constant. 

Désignons la droite par B et le plan par P. 

Prenons la droite B pour axe des z et le plan des %x perpendiculaire au 
plan P. 

Les équations de la droite B seront x=0, yc=3 0; l'équation du plan P sera 

xp=3p2 + q. 
Gela posé : 
Prenons un point m dans l'espace , et représentons ses coordonnées par x\ 

La distance D du point m à la droite B sera exprimée par D=|/^x ' +y'\ 
La distance D, du point m au plan P sera exprimée par D,= ^" ^/ ~ . 

Et comme on doit airoir ^ c= n , on aura : 

ou 

qui sera l'équation du lieu demandé (en remplaçante 1 y\ s' par x, y, s). 

Transportons l'origine des coordonnées au point en lequel la droite B perce le 
plan P; ce point a pour coordonnées 

âpsso et «= — - 
L'équation (4) deviendra : 

(?•—»'+ 1) «'+ (P"+ i)>*+«n*|i. j?*— n-fVsO (5) 

Cette équation étant homogène , représente un cône ayant pour sommet l'ori- 
gine des coordonnées. 

Ainsi le fieti cherché est un cùne du second degré ayant son sommet au point 
en lequel la droite B perce le plan P. 

Si l'on suppose que it = 1 ; l'équation (5) deviendra : 

pV+Cp'+Dy'+S^.M-I^V^O (6) 



■■, iim .MB—— 
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Si la droite B est parallèle au plan P, alors on a p = ; l'équation (4) devien- 
dra dans ce cas particulier : 

(1— n')a;'-f.y'+2n'g.a;— nY=0 (7) 

qui est Téquation d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles à Taxe 
des %. 

Et il pourra se présenter les trois cas suivants : 

1* Si Ton a : n*<l , la section droite de ce cylindre par le plan xy sera une 
hyperbole; 

2* Si l'on a : n'>l , cette section droite sera une ellipse; 

S"" Si Ton a : n'= 1 » cette sectiop droite sera une parabole. 



§IV. 

Étant données deux droites M et N dans Tespace, nous savons que le lieu des 
points de l'espace dont les distances à ces deux droites sont dans le rapport n, 
est une surface hyperboloîde à une nappe, et non de révolution H, dont l'équa- 
tion est : 

En se rappelant que Ton prend la droite M pour axe des z et pour l'origine des 
coordonnées le point en lequel la droite M est coupée par la plus courte distance 
existant entre les droites données M et N. De plus^ b représente la longueur de 
cette plus courte distance , et a représente la tangente trigonométrique de l'angle 
que font entre elles les deux droites données M etN. 

Gela posé : 

l"" Si Ton fait tourner la surface H autour de Taxe M , on aura une surface de 
révolution 2 qui sera l'enveloppe de Tespace parcouru par la surfSsice H, considérée 
comme enveloppée ; 

2"" Si Ton fait tourner la surface H autour de l'axe N , on aura une surface de 
révolution 2. qui sera Tenveloppe de l'espace parcouru par la surface H , considé- 
rée comme enveloppée ; 

On demande si les trois surfaces 2, 2,, et H, seront tangentes entre eHes 
suivant une même ligne? 

Pour que cela ait lieu» il faut que l'on puisse mener une suite de droites 
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s'appuyant sur M et N , et coupant eo même temps seus l'angle droit lea aur&ces 
2,2. et H. 

Cherchons donc le lieu y des points en lequel se trouve coupée la surface H 
par une suite de normales s'appuyant sur la droite M-, cherchons ensuite le lieu 
y des points en lequel se trouve coupée la même surface H par une suite de 
normales s'appuyant sur la droite N. 

Si les courbes y et y se confondent , la question sera résolue affirmativement ; 
dans le cas contraire la réponse sera négative. 

Cherchons l'équation de la surface gauche ^ formée par là série des normales à 
la surface H, et s'appuyant sur la droite M ou l'axe des z. 

Représentant les coordonnées d'un point m de la surface H par x\ y y z\ les 
équations de la normale D à cette surface, et passant par le point m, seront : 

y — y'= -^ {z-^x!) et x—af= -^ {z r-i') 

Si je déduis de ces deux équations , celle qui appartient à la projection de la 
normale sur le plan des xy , j'aurai : 

''"5?-*+ di^ 

d^ d}f 

Or, si toutes les normales doivent passer par l'axe des 2, il faut qqe l'équation 
de la projection d'une normale quelconque sur le plan des xy , soit toujours de la 
forme x s=s my. 

On devra donc avoir l'équation de condition : 

.dsi . d^ ^ ,^. 

Ainsi représentant l'équation de la surface H par«5=<j (a:, y), Ton devra 
éliminer x'y t/, z\ entre les quatre équations : 

j dji , ^ . dz' M ,dsi ^ 

»-y=-^(.-.0 x-^^--(^-^) o^l-y^^o 

et ' 

Et l'on aura pour équation finale eux^y^z^ Téquation de la surface gauche (p, 



I 
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fopniée par toutes les normales à la surfSice H, et passant par la droite M ou 
Taxe des z: 

Or, pour que la proposition énoncée soit vraie, il faudra que la surftice <{; passe 
par la droite N , dont les équations sont : 

y=s6 et xs=az 

Pour que la surface ip passe par la droite N, il faudra que la normale D s'appuie 
sur cette droite N. 

Ou bien il faudra , pour que Ténonoé soit vrai , que la surface ^\ lieu des nor- 
males à la surface H , et s'appuyant «ur la droite N , se confonde avec la 
surface ^. 

Si la normale D s'appuie sur la droite N , on devra avoir : 



Et en éliminant z entre ces deux équations on aura : 



daf 



équation de condition qui devra être satisfeite en même temps que l'équation de 
condition (1). 

On devra donc avoir : 






m 



Or, cette équation (2) de condition ne peut être satisfaite que dans certains 
cas particuliers. 

l"" Lorsque a = , c'est-à-dire lorsque les axes M eiîi sont parallèles. 

Dans ce cas les axes M et N sont dans le plan des yz, et l'équation de la 
surface H devient : 

Dans ce cas , la surface H est un cylindre dont les génératrices droites sont 
parallèles aux deux axes M et N ou à l'afxe des %. 
Lorsque a = , l'équation (2) se réduit à : 

di' 
*£? = « 

équation toujours satis&ite dans ce cas , vu la nature de la surface H. 
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Ainsi , dans le cas des axes M et N parallèles, les trois surfaces 2| 2, et H , sont 
tangentes l'une à l'autre suivant une ligne qui est évidemment une ligne droite B 
située dans le plan des axes M et N , et parallèle à ces axes. 

2° Lorsque 6 =: 0, c'est-à-dire lorsque les axes M et fi se coupent ^ les deux axes 
sont dans le plan des xz^ et l'équation de la surface H devient : 

x'+j^= ny+ -.— {x—azy (3) 

Dans ce cas , la surface H est un cdne dont le sommet est à l'origine des coor- 
données, qui est le point en lequel les droites M et N se coupent. 

Tirons de l'équation (3) le ^ et le ^, nous aurons: 

dz ^ n*{x — az) — x(a*+i) 
dx ^ an*(x — az) 

et 

dz ^ (a'-f-i)(n'-i)y 
dy an*{x — az) 

Dans le cas particulier qui nous occupe toutes les normales D , pour s'appuyer 
sur les droites N et M, doivent être dans le plan zo;, on a donc y;=:0, et par 

dz 

suite — = 0. 
dy 

Or, l'équation (2), en vertu de ce que 6;=:0, se réduit à : 

dz!' 



(.+.^)-. 



El cette équation (2) se trouve satisfaite. 
Examinons les cas suivants : 



PREMIER CAS. 



Lorsque la surface H est un hyperboloide à une nappe, lieu des points de 
l'espace dont les distances aux axes M et N sont dans le rapport n. 
L'équation de condition (2) est : 

wy H (a'+«)[y'+*'(*-»')U' 6 n*(a/-a»')-(a'+l)x' ., 

^^ ' nV-o»') -JST" S?=Ï7 ^' 
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car l'équation de la surface H est dans ce cas, comme on doit se le rappeler : 

a"+y=«'(6_y')«-f.^(j/-HW'/ (5) 

et l'on tire de cette équation : 

tfa/ n'{,af—<ui) — {ff-\-\)a! ii . (a'+ !)[»'+**'(*— y*)! 

« 

Or, les équations (4) et (5) ne peuvent être satisfaites en même temps que par 

rhypothèsex =:Oetz ;=0, ety's=|^. 

Ce qui nous apprend qu'il n'y a qu'une seule normale à l'hyperboloide H, qui 
s'appuie à la fois sur les deux droites M et N, et que cette normale n'est autre que 
la plus courte distance existant entre les droites M et N. 



DEUXIÈME CAS. 

Si l'on suppose que a =: g , auquel cas les deux droites M et N sont rectangu- 
laires entre elles, l'équation de condition (4) devient : 

n'jr nV ^ ^ 

Et l'équation (5) de la surface H devient : 

af'+if'=n\b^yr+n'£' (7) 

Cette équation (7) est toujours celle d'un hyperboloide à une nappe et non de 
révolution. 

Or, les équations (6) et (7) ne peuvent encore être satisfaites en même temps 

que par l'hypothèse a;' = et «' s=: , et y'=: -^. 

Ce qui nous apprend qu'il n'y a encore danç ce cas qu'une seule normale à 
l'hyperboloide H, qui s'appuie à la fois sur les droites M et N, et que cette 
normale n'est autre que la plus courte distance existant entre les droites M 
etN. 
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TROISIÈME CAS. 

Si l'on suppose que ni=^i et que a est arbitraire ; alors la surface H devient un 
paraboloîde hyperbolique dont l'équation est, comme on sait : 

^+îr=(6_,')«+ ^^J^ .(8) 

et l'équation de condition sera dans ce cas : 

Or, ces équations ( 8) et (9 ) ne peuvent encore être satisfaites que par l'hy- 
pothèse a:' s=0 et «=0, et y'== 5. 

Ce qui nous apprend que la plus courte distance existant entre les droites M et 
N est encore la seule normale à la surface H qui s'appuie à la fois sur les deux 
droites M et N. 

QUATRIÈIIB CAS. 

Si l'on suppose que it= 1 et que a est infini ; alors hi surface H est un parabo- 
loîde hyperbolique dont Téquation est : 

af*=b*^V^+sf' (10) 

et réquation de condition devient : 

f^^tlf^^O (11) 

Or ces équations ( 10) et ( 11 ) ne peuvent être satisfaites que par f hypothèse 
a;'=Oet*'=0, ety'=:^. 

Ce qui nous apprend que la plus courte distance existant entre les deux droites 
M et N est encore la seide normale à la sttrfece H qui s'appuie à la fois sur les 
droites M et N. 

Résolvons maintenant le problème dans toute sa généralité , et ainsi : 
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PreDOQs une surface H dont l'équalion est : 

*=<p(«.y) (12) 

et deux axes l'un M étant l'axe des * et l'autre N ayant pour équations : y=6 et 

L'équation de condition 

^a:-^y = (13) 

qui exprime que les normales à la surface H s'appuient sur l'axe des « , est préci- 
ment l'équation aux différences partielles d'une surface de révolution E ayant 
l'axe des z pour axe de rotation. 
De même l'équation : 



«|-'s=-(»-'+'*)-'s 



est l'équatioD aux différences partielles d'une surface de révolution E' ayant pré- 
cisément Taxe N pour axe de rotation. 

Les deux surfaces E et E' sont les enveloppes de la surface H , lorsque Ton 
suppose que cette surface H tourne d'abord autour de Taxe M ou a)ce des «» ^i 
ensuite autour de l'axe N. 

Or, pour que les trois surfaces H , E et E' soient en conUct , il faut que les 
trois équations ( 12 ) , (13 ) et ( 14 ) aient lieu en même temps. 

Or, évidemment , l'équation de condition à laquelle on arrivera en éliminant 
les variables Xy y , s , entre ces trois équations ne pourra être satipfiûte qii6 dans 
des cas très-particuliers. 

Donnons quelques exemples : 

1" Supposons que la surface H est un cylindre dont les génératrices droites 
sont parallèles à la droite M ou axe des z. 

Son équation sera : 

y = çp(a?) (15) 

On aura : 

^ = et ^=0 
dx dji 

L'équation (13) se trouve dès lors satis&ite et l'équation (14) se réduit à : 
y— 6=0. 
Toutes les normales à la surface H seront parallèles au plan des xy. 



« 
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Si l'on désigne par x', }j\ z' les coordonnées d'un point m situé sur la surface 
H , les équations de la normale passant par ce point , seront : 

doif 

z=^si et y— y'=— _(-r— j:') 

Cette normale devra s'appuyer sur la droite N et sur la droite M ou axe des z. 
Les sept équations 

^=0, y = 0, y=by a;=ax et y— y'= ttiâC^""^) ^^ *=*' ^ y'=?(«') 

devront donc avoir lieu en même temps. 

Et il est évident que la coexistence de ces sept équations, si elle a lieu, ne pourra 
exister que pour un certain nombre de points m. 

Comme exemple de ce qui vient d'être dit, nous pouvons prendre le cas 
particulier suivant : 

2** Supposons que le cylindre H, a pour équation. 

y=px*-hç« + « (i6) 

^ 

Les sept équations de condition seront : 

(10 (2') (3') (4') (5') m _(ar-V) W 

a?=0, îf=o, y=6, x^ax, *=*', y— y^=: w^.^ 'y'='P^'+g^+* 
En combinant les équations (S'), (4") , (5") , (6') on aura Téquation de condition : 

équation qui exprime que la normale s'appuie sur la droite N. 

En combinant les équations (1^, (2% (5"), (6') on aura l'équation de condition : 

équation qui exprime que la normale s'appuie sur la droite M. 
Ces deux équations de condition devront coexister avec l'équation 
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qui exprime que le point m est sur la surface H, et ces équations (Al) , (18), (19), 
remplaceront les sept premières équations ci-dessus. 

On a donctrois équations pour déterminer les trois coordonnées x', y% % du 
point m. Le problème ne pourra donc avoir qu'un nombre limité de solutions. 

Nous pouvons prendre comme exemple le cas particulier suivant: 

S"* Supposons que la surface H est une surface de révolution ayant la droite M 
ou axe des % pour axe de rotation* 

Alors les deux surfaces H et E se confondent. 

tir A.r 

Dès lors les équations : z^=z<f {xj y) de la surface U et: x j — ' y aZ^^ ^^ '^ 

surface E sont identiques. 

Le système des trois équations (12), (13) et (14) se réduit donc aux seules 
équations ( 12) et ( 14) de la surface H et de la surface E". 

Par conséquent, dans ce cas particulier la courbe l, lieu des points de la sur- 
face H pour lesquels ses normales s'appuient à la fois sur les deux droites M et N , 
existera toujours. 

4"" Supposons que la surface H est un cylindre de révolution, ayant la droite M 
ou axe des z pour axe de rotation , l'équation ( 15 ) sera : 

a?'+y'=R' (20) 

et l'équation (16) sera : 

6-y=^((M;-x) (21) 

La courbe l aura donc pour équation, les équations (20) et (21), 'l'équation (21) 

se réduit à : 

bx — y«c=o 

qui est l'équation d'un paraboloîde ayantl'origine des coordonnées pour sommet. 
Et l'on aura pour l'équation de la projection de la courbe l 

sur le plan des a:y x^ + y^:=R^ 

sur le plan des yz 6"(R'— y')c=3a'yv 

sur le plan des xz 6'ar* = tfV(R* — x'). 

Ainsi l'on peut conclure de ce qui précède : 

1* Qu'étant donnés deux axes M et N et une surface H , arbitraire, il n'y aura , 
en général j qu'un certain nombre de normales isolées, menées à cette surface 
H , qui s'appuieront à la fois sur les deux axes M et N. 

2* Qu'étant donnés deux axes M et N et une surface H de révolution et ayant 
pour axe de rotation l'un des axes M ou N , il y aura toujours une surface gauche 
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normale à celte surface H et dont les génératrices droites s'appuieront à la fois 
sur les axes M etN. 

On doit faire remarquer que le dernier résultat est évident ; car la surface 
gauche normale s'obtiendra facilement en prenant sur la droite N une suite de 

points p j p\ p"y et en faisant passer par chacun de ces points et la droite M un 

plan P, ^, V'y chacun de ces pteins coupera la surface H saifant une courbe 

méridienne C, G', Ç!\ et il faudra dans chaque plan P mener du point f u»e 

normale à la courbe G (^). 

On sait que dans les engrenages cylindriques et coniques, on est conduit à con- 
sidérer deux cylindres de révolution tangents l'un à l'autre et suivant une droite ; 
et deux cônes aussi de révolution et tangents l'un à Fautre suivant une droite ; 
cette droite de contact étant dans l'un et l'autre cas telle que les distances de 
chacun de ses points aux deux axes de l'engrenage , lesquels sont les axes des 
surfaces de révolution considérées, sont dans un rapport constant et représenté 
par n. 

On sait que cesdeux cylindreset ces deux cônes prennent le nom, les premîersde 
cylindres primitifs de l'engrenage à axes parallèles , et les seconds de cônes primitift 
de l'engrenage à axes qui se coupent. 

M. Ferry t dans son Essai sur les Machines ^ publié à Metz en 1806 , pensa que 
lorsque les axes de l'engrenage ne sont pas situés dans un même plan, il devait 
aussi exister des surfaces primitives, il ahercha donc la nature de la surface H, lieu 
des points de l'espace dont les dislances à deux tels axes sont dans un rapport 
constant. 

Et il démontra le premier que ce /ieti est un hyperboloïde à une nappe et non 
de révolution. 



(*) On Toit donc que si Ton fait mouvoir une surface II : 1** autour de Taxe H , elle engendrera une 
surface de révolution z et les surfaces H et z seront en oontAOt par une courbe > ; ^ 2* autour d^un autre 
axe N, elle engendrera une seconde surface de révolution 2' et les surfaces H et 2' seront en contact par 
une courbe >'. 

Les courbes y et y' n'auront, en général y qu'un certain nombre de points communs; elles pMvront ne 
point se couper ; elles pourront se confondre ; mais, dans ce dernier cas , la sorfaoe H sera de révolu- 
tion , et aura pour axe de rotation Tune des deux droites M ou N. 

L'auteur de V Essai sur les machines ^ publié à Metz en 1906 pour Vusage des élèves de l'École 
d'application , a donc été induit en erreur lorsqu'il a dk que les trois surfaces fl , 2 et 2' étaient toujonrs 
en contact par une seule et même courbe. 



i 



-v 
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Mais il commit une erreur en peuflant que les surfaces 2 et 2', engendrées, comme 
enveloppes, par le mouvement de rotation de la surface H tournant respective- 
ment autour des axes donnés , étaient tangentes Tune à l'autre et suivant une 
courbe l située sur la surface H. De sorte, que le problème des surfaces 
primitives dans le cas des axes non situés dans un même plan , restait encore à 
résoudre. 

Là, s'étaient bornés les essais tentés sur la construction des engrenages aptes 
à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans 
un même plan , lorsque je commençais mes recherches en 1817. 

Ajantdémontré ainsi que jerai iait dans le § IV précédent, que lesdeux surfaces 
de révolution Ket K' enveloppes d'une surface Q arbitraire et tournant respecti- 
vement autour de deux axes ne sont pas, en général y en contact par une courbe 
y située sur la surface Q et que cela n'a lieu qu'autant que la surface Q est de 
révolution autour de l'un des axes donnés , Je cherchai si Ton ne pouvait pas 
traoer sur la surface H {lieu des points de l'espace dont les distances aux deux axes 
non situés dans un même plan sont dans le rapport constant n ) une ligne l , telle 
qu'en la disant tourner respectivement autour des axes donnés, elles engendrât 
deux surfaces de révolution A et A' tangentes Tune à l'autre suivant cette courbe 
^, et coupant dés lors l'une et Tautre la surface H suivant cette même 
courbe Ç. 

La solution de cette question est le sujet de ce § V. 

Concevons deux axes M et N non situés dans un même plan. 
Prenons Taxe M pour axe des z , ses équations seront : 

aî=o, y=0 

les équations de Taxe N seront : 

La plus courte distance existant entre M et N étant égale à 6, et a étant la tan- 
gente trigonométrique de l'angle a que font entre eux las axes 11 et N. 

Nous savons que la surface H, lieu des points de l'espace dont les distances aux 
axes M et N sont dans le rapport n , a pour équation : 

V « -pi / . , . 



Concevons une surface de révolution A ayant pour axe de rotation Taxe M ou 
axe des z. 
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Le cercle générateur i de la surface A aura pour équation : 

*=• (2) 

et 

a;'+y'=ff (3) 

S est une fonction de a, dont il s'agit de déterminer la forme. 

Or, iî est évidëtit : 

1* Que les deux variables a et 6 sont les coordonnées de la courbe méridienne 
C appartenant à la surface A et cette courbe étant considérée dans son plan. 

2* Que la normale menée à la courbe C et au pointa et S rencontre Taxe des z 
au centre *o de celle des sphères S dont la surface A est Tenveloppe et que les 
surfaces S et A se touchent suivant le cercle générateur 3. 

3* Que le plan F mené par le centre o et le second axe N , coupe le cercle d en 
un point m qui sera le point de contact d'une sphère S, , ayant son centre en o. sur 
N, avec la sphère S ; la sphère S, étant l'enveloppée d'une surface A, de révolution 
autour de l'axe N ; les deux surfaces A et A. devant être en contact par une ligne ç, 
lieu des divers points m et cette courbe ^ devant être telle ^ que tous les points 
soient distants des axes M et N dans un rapport constant et égal à n. 

L'équation de la normale à A pour le point dont les coordonnées sont or et 6 
sera : 

Pour y=sO, on a z=a. + 6 ^ ; nous poserons pour abréger: 

On aura donc pour les coordonnée» du centre de la sphère S : ' 1^ 

y=0 et rsTTi 



L équation du plan P sera : 



a b 



Les quatre équations ( i) , ( 2) , ( 3 ) et ( 4 ) , doivent avoir lieu en même temps 
pour tous les poiatede la ligne de contact Ç et ainsi quel que soit «. 

Si donc on élimine x^y^z entre ces quatre équations, il restera une équation 

de 
finale en a, 6 et ^^ qui servira à déterminer la forme de la fonction 6. 



i 



^-^^ -^p^— ^^^^p^^^ 
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Cette équation finale sera Téquation différentielle de la courbe méridienne de 
la surface de la révolution A. 
L'équation (4) prend la forme : 



^ (y — t) =«?-«« 



Par là, et en vertu de l'équation (3), l'équation (4) déviendra : 



d'où 



o'+ 1 y 



d'où enfin: 



L'équation (4) , eu égard à l'équation (2) , donne : 






a _ 7» 
a b 

d'o« 



d'oîi 



a 



Mettant cette valeur de af dans l'équation (3) , on aura r 



Développant le carré , on a : 

>"4-p l7y+ % («-7)y + («~7)**'] = «' 

d'où 



• t- 



'' n'{(a*+i)6'+aV} 

6'e'(a'H-l)-n*6'{V(a*+l)+aV} 

V — 2frt/= " (v 

* ^ n'{6V+l)+«'7'} 



(0 
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Retranchant l'une de l'antre les équations (t) et (i') , on aara 



*— y=6— ; 



e"-o'(.-^)* 6'(a*+l)S*-.»'fc'{(a'-f-l)l'-H«V} 
. 



6*+o'7' 



n*{6"(a'+l)+oV} 






-{- 26 



Mettant cette valeur de (^ — y) dans l'équation (/), on aura l'équation finale 
qui sera : 

»V+1)6' _ P 

n' {*•(«•+ l)+ay} ~ Q 
Ayant posé : 



(fc) 



P=2a't'r(a— 7)n'{è'(a'+l)+aV}+a6'(6*4-«y)n'{6'(o*+l)+«V} — 



Cl 



Q=:[2a*M«— 7)«M*V+t)+«V}+»'{*'+oV)»»M*VH-t) + aV}]' 



le dénominateur Q peut s'écrire ainsi : 



2bn'{b'(a'+i)+ay\\4i'y{u—y)+b'+ay} 



Le second facteur se réduit à : 



Ainsi le dénominateur Q sera : 



aV+ft' 



Q=26f.'{6'(a'+i) + «V} {a"«7-f 6'} 
Le numérateur P peut s'écrire ainsi : 

h'n' { fc'(a'+1)+o'7* } [2a*7(«-7)+2(V+o'/)— e'-a'(«-7)'-(y-HiV)]+(**+«V)*'«'(«"+<y 

et réduisant , on a : 

P = 6V { 6'(o'4- 1 ) + o'7' } { 6' — e*— o*«* I + 6'6'(«'+ 1) (6*+ aV) 

Mettant dans l'équation (4) les valeurs simplifiées de P etQ , chassant les déno- 
minateurs et remarquant que dans le premier membre le facteur 

n'{b\a*+i)+à'y'] 
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multipliera haut atlias, et doit être supprimé, on arriverai Téquatiou. finale : 



4nV(a'+l)[y(a'4.i)+aV} {a'ya + b*} = (5) 

Cette équation (5) est du premier ordre , mais du quatrième degré, et ne peut 
être intégrée que dans quelques cas particuliers, en iaisant certaines hypothèses 
et en donnant dès lors à 6 , à a et i n certaines valeurs particulières. 

Ainsi , on peut intégrer dans les cas particuliers ci-après : 

1* n arbitraire , et a = -. 

Les axes M et N sont alors rectangulaires entre eux et non situés dans un 
même plan ; 

2* n arbitraire et ac=;0. 

Les axes M et N sont alors parallèles ; 

3* n arbitraire et ft=ïO. 
Les axes M et N se coupent ; 

4* fi= 1 et a arbitraire. 
Les axes M et N font entre eux un angle aigu et ne sont pas situés dans un 
même plan ; 

5* 11=4 et a==^. 

Les axes M et M sont rectangulaires entre eux et ne sont pas situés dans un 
même plan ; 

6* 11 = 4 et a = 0. 

Les axes M et N sont parallèles; 

7* n = 4 et b=0. 
Les axes M et N se coupent. 

On peut donc intégrer l'équation (5) dans sept cas particuliers; et dans le 
huitième cas , qui est le cas général et pour lequel n, a et 6 sont arbitraires, 
cette équation (5) ne peut être intégrée. 

Premier cas. n arbitraire et ^=â- 

Divisons tous les termes de Téquation (5) par a', et annulons les termes qui 
conserveront a en dénominateur; on aura: 

nb,ct 



\/F— nV 



(6; 



et Ton se rappelle que Ton a posé 7=» H- 6 j-. 
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Pour intégrer l'équaiion (6) , cherchons à séparer les variables^ posons donc 

DiiTérentiant cette expression , on a : 
L'équation (6) deviendra donc : 



2n6.« iv 

Posons : 



(1 +n') « =5 »' 
Diffiérentiant cette expression, on a : 

2(l + n*)<iib=d»' 

L'équation (7) deviendra donc : 



Posons : 



L'équation (8) dev iendra : 

^ ;:6 — 

Élevant l'équation (iO) au carré , on aura : 



DiiTérentiant l'équation (iO), il vient : 



L équation (12) devient, en vertu de l'équation (9) : 



•u 



(7; 



. nb.iv' 

iv= -r== («) 



dv' 



(10) 



r ;^. (H) 



^^'= n'6» ^^~ *''^ ^**^ 
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Dans cette équation différentielle (13) , les variables q ei v sont séparées, et 
son intégrale est : 

G étant la constante arbitraire. 
Remplaçant dans Téquation (14) q par sa valeur en v et v, on aura : 

(n-+irr . (n*+l)V/ï?^^ = W !±:£ (15) 






nh 



Déterminons la constante arbitraire. 
L'équation (15) peut s'écrire ainsi: 

Pour que Ton ait C=^0, il faut que le coeflBcient du logarithme soit nul; on a 
donc : 



(n'+ i)\/v—v' — n6=0 (17) 

Remplaçant dans Téquation (17) v et v' par leurs valeurs en a et 6 , on a : 



(n'+i)V/€'— nv = nb 
ou enfin 

L'équation (18) sera celle de la courbe méridienne de la surface de révolu- 
tion A. 

Cette courbe méridienne est une hyperbole dont Taxe imaginaire est dirigé 
para llèlement à Taxe des % ; la surface Â sera donc un hyperboloide à une nappe 
et de révolution. 

Remplaçons dans l'équation ( 18 ) a et ê par leurs valeurs en ^ ^ y et z tirées 
des équations (2 ) et (3) on aura : 

Cette équation ( 19 ) sera celle de la surface hyperboloide A. 

45 
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Faisons x=iO et 2=0 dans Téquation ( 19) on aura : 

nb 
* n'+l 

si dans réquation ( 1 ) on faita;=o et z=Oon aura : 

ffi6 



y=± 



n + i 



Ainsi la surface A ne coupe pas la plus courte distance b existant entre les axes 
M et N aux mêmes points que la surface H. 

La valeur de y fournie par l'équation (i9) est plus grande qne celte fournie par 
réquation (1). 

Et en effet : dans tous les calculs précédents nous supposons n<i ; on a 
donc : n* H- 1<ii + 1. 

Le plan des xy coupera la surface A suivant un cercle d, dont l'équation sera : 

«•6* 
Ce même plan coupera la surface H suivant une ellipse E dont l'équation est : 

L'ellipse E a son centre sur l'axe des y et situé du côté des y négatifs. 
Les deux courbes d, et E se couperont en deux points dont les coordonnées 
seront : 

Ces points d'intersection existeront toujours puisque les valeurs de x seront 
toujours réelles en vertu de la condition n<4. 

On peut intégrer l'équation finale (5) dans les six autres cas particuliers , ainsi 
que nous Tavons dit ; mais je préfère donner la solution du problème pour ces six 
cas, en me servant de la géométrie descriptive , d'ailleurs c'est par les méthodes que 
nous fournit cette science , que je suis parvenu pour la première fois aux divers 
résultats (*). 



(*) Ce fut en 1818 , lorsque j'étais attaché comme lieutenant d'artiUerie à l'École d'application de 
Metz , que je parrins à résoudre le problème dans les six cas particuliers y par des considérations 
géométriques ; je commttitctnii} mes résnltals k M. PBi»r, mou atoî et moa ancien ptofisâsenr k cette 
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Deuxième cas. n arbitraire et a=:0. 

Dans ce cas les axes Met N sont parallèles et Ton sait que le lieu H, des points 
de l'espace dont les distances à ces axes sont dans un rapport constant n est un 
cylindre dont les génératrice^ sont parallèles aux axes M et N, et le plan Z de ces 
axes coupe ce cylindre suivant deux droites Tune J et Tautre J', toutes deux paral- 
lèles à M et à N. 

Dès lors, il est évident que si Ton fait mouvoir une droite G perpendiculaire à 
J ou à J' et s' appuyant sur l*axe M, cette droite 6 ne sortira pas du (rfan Z et s'ap- 
puiera dès lors aussi sur l'axe N. 

La surface A sera donc un cylindre de révolution B ou B' engendré par le mou- 
vement de rotation de J ou de J' autour de Taxe M ; la surface A, sera donc un 
cylindre de révolution B. ou B/ engendré par le mouvement de rotation de J ou 
de J' autour de l'axe N. 

Et il est évident que les deux cylindres engendrés par J comme les deux cylin- 
dres engendrés par J'y seront les deux premiers extérieurs l'un à l'autre et tan- 
gents suivant la droite 3, et seront les deux seconds intérieurs l'un à l'autre et 
tangents suivant la droite J". Dans ce cas , (es cylindres A, A, et le cylindre H sont 
tangents les uns aux autres suivant la droite J ou J' laquelle représente la ligne Ç. 

Le problème a donc dans ce cas deux solutions. 

Troisième cas. n arbitraire et 6;=; 0. 

Les axes M et N se coupent en un point o, et dans ce cas on sait que la surface 
H est un cône du second degré ayant pour sommet le point o, le plan Z des 
axes M et N coupe le cône suivant deux droites, Tune J divisant l'angle a des axes 
en deux angles tels que leurs sinus sont dans le rapport n et l'autre J' divisant 
l'angle supplémentaire de a en deux angles dont les sinus sont aussi dans le rap- 
port n. 

Dés lors, il est évident que si l'on fait mouvoir une droite 6 perpendiculaire- 
ment à J ou à J' et s'appuyant sur l'axe M, cette droite G ne sortira pas du plan Z 
et s'appuiera dés lors aussi sur l'axe N. 

En sorte que les surfaces de révolution A et A« seront deux cônes B et B, engen- 
drés par la droite J tournant respectivement autour des axes M et N , ou deux cônes 
B' et B/ engendrées par la droite ï tournant respectivement autour des mêmes 
axes. 



École, en lui disant qne je n'avais pu résoudre le cas général par la géométrie, et que le cas particnlier, 
dans lequel n est arbitraire et a infini , échappait encore à toutes mes recherches. 

H. Pbbst chercha la solution par Vanaly$e , et me remit ifoelqnes jours après Téquation finale (S) et 
rintégrale (18). 
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Les deux cônes B et B, seront extérieurs Tun à l'autre , si les deux cônes B' et 
B/sont intérieurs Fun à Tautre, el réciproquement. 

El dans ce cas la surface conique H , et les deux surfaces de révolutioa A et 
A, seront en contact par la même droite I ou J'. 

Le problème a deux solutions. 

Quatrième cas* ttcsl et a arbitraire. 

Puisque fi;= 1, la surface H est le lieu des points de l'espace également distants 
des deux axes donnés M et N comprenant entre eux un angle a et n^étantpoint 
situés dans un même plan. 

Nous avons démontré, dans le § I de ce chapitre, et en ne nous servant que des 
méthodes graphiques de la géoméirie descripiive , que la surface H est un parabo- 
loide hyperbolique dont le sommet est au point o milieu de la plus courie 
distance D existant entre les droites M et N, eldontTaxe infmi est dirigé suivant 
cette plus courte distance D. 

Nous avons aussi démontré , que si l'on mène par le point o deux droites 
G et K situées dans un plan Y parallèle à la fois aux droites M et N , faisant avec M 
et N des angles égaux , ces deux, droites G et K qui seront rectangulaires entre 
elles, appartiendront au paraboloide H. 

Or, il est évident, par les propriétés connues du paraboloide hyperbolique rec^ 
langulaire ( ainsi désigné parce que ses deux plans directeurs comprennent entre 
eux un angle droit ) que si l'on fait mouvoir une droite L sur G et M , de manière 
à ce qu'elle coupe G sous l'angle droit , celte droite s'appuiera en même temps 
sur la droite N et engendrera un paraboloide hyperbolique rectangulaire. En 
sorte, que si l'on fait mouvoir 6 autour de l'axe M , on aura un hyperboloide à 
une nappe el de révolution B et que si l'on fait mouvoir G autour de l'axe N , on 
aura un second hyperboloide à une nappe et de révolution B,; et ces deux sur- 
faces B et B, seront tangentes Tune à l'autre suivant la droite G, mais couperont fa 
surfoce H Suivant cette droite 6 ( laquelle représente dans ce cas la ligne i) (*), 

Si Ton fait tourner respectivement la droite K autour des axes Met N, on aur» 
deux nouveaux hyperboluides à une nappe et de révolution B'et B/, tangents l'un 
à l'autre suivant la droite K et coupant la surface H suivant cette droite K. 

Si les deux hyperboloides B et B. sont extérieurs l'un à l'autre, les deux 
hyperboloides B' et B/ sont intérieurs l'un à l'autre, et rédproqueinenL 



(*) Ce fat ce qui se paase , dans ce cas, entre les sniiaces H ,.B et B, qui me fit soupçonner que 
Panteur de VFiHÛ tur le$ machines ayait été induit en erreur, et ce qui m'engagea à résoudre la ques- 
tion qui fait le sujet du % IV de ce chapitre. 



f 
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Le problème a donc deux solutions. 

Cinquième cas. n=l et ^ = 5- 

Les axes M et N ne sont pas situés dans un même plan et comprennent entre 
eux un angle droit. 

Le/teuH des points de l'espace, dont les distances à ces deux axes sont égales 
entre elles, est encore un parabobïde Ityperbolique. 

Dans ce cas les droites 6 et K qui font des angles égaux avec les axes M et N, et 
qui par suite sont rectangulaires entre eux (comme il a été dit ci-dessus, quatrième 
cas), feront chacune une angle égal à un demi-droit avec chacune des droites M 
et N, puisque ces droites M et N font entre elles un angle droit. 

Dès lors, les deux byperboloides engendrées par le mouvement de rotation de 
G et de K autour de M, se confondront en un seul kyperboldide A , et de même les 
deux hyperboloïdes engendrés par le mouvement de rotation de 6 et de K autour 
de N se confondront en un seul hyperboUnde A. ; et ces deux hyperboloïdes à une 
nappe et de révolution A et A, seront tangents Tun à l'autre par tous les points 
des droites G et K; et de plus ces deux hyperboloïdes seront extérieurs Tunà 
l'autre. 

Le problème n'a donc dans ce cas qu'une seule solution. 

Sixième cas. 11= 1 et a = 0. 

Les axes M et N sont parallèles. 

Le lieu H des poîhts de Tespace également distants des axes M et N ne sera autre 
qu'un plan P perpendiculaire au plan Z des axes M' et N et parallèle à ces axes. 

Les plans P et Z se coupent suivant une droite I qui, en tournant respectivement 
autour des axes Met N , engendrera deux cylindres de révolution B et B. qui seront 
tangents Tun à l'autre suivant cette droite I. 

Les deux cylindres B et B, seront extérieurs l'un à l'autre 

Le problème n'aura donc dans .ce cas qu'une seule solution. 

Septième cas. fi=l et b;=:0. 

Les axes M et N se coupent en un point 0. 

Le lieu II des points de l'espace également distants des axes M et N, sera formé 
par deux plans Pet Q perpendiculaires au plan Z des axes donnés et qui divise- 
ront langle a des axes et son supplément en deux parties égales. Les deux plans 
P et Q seront perpendiculaires entre eux ; le plan P coupera lé plan Z suivant une 
droite J, et le plan Q coupera le même plan Z suivant une droite J'; les deux droites 
J et Jaseront rectangulaires entre elles. 
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En faisant tourner J autour de M et de N on engendrera deux cônes B et B, de 
révolution, extérieurs Tun à l'autre et tangents Funà Tautre suivant la droite J. 

En faisant tourner ï autour de M et N on engendrera deux autres cônes B' et 
B/de révolution, encore extérieurs Tun à l'autre et tangents l'un à l'autre sui- 
vant la droite J' ; le problème a donc deux solutions. 

Il suflSt de jeter les yeux sur la fig. 422 pour s'assurer que les cônes B et B. , 
B' et B/ sont en effet extérieurs Fun à l'autre et que le problème a deux solutions. 

Si les deux droites M et N étaient perpendiculaires entre elles et si dès lors on 

avait en même temps, n = l, a=-et6=0, 

Les cônes B et B, se réduiraient à un seul cône ayant pour angle au sommet un 
angle droit. 

De même les cônes B, et B/ se réduiraient à un seul cône ayant pour angle au 
sommet un angle droit. 

Et dans ce cas le problème n'aura qu'une seule eolution. 

Dans ce qui précède nous avons déterminé pour tous les cas , excepté pour le 

premier cas (celui où Ton a n arbitraire et a=: - ] , la nature géométrique des 

deux surfaces A et A, et de la ligne l par laquelle ces surfaces se mettaient en contact. 

Il nous reste donc à compléter la solution du problème dans le premier cas. 

On se rappelle que l'intégrale (i8) de l'équation finale (5) nous a donné Téqua- 
tien d'une hyperbole qui, en tournant autour de l'axe M ou axe des 2, engendrait la 
surface A, laquelle était dans ce cas un byperholoide à une nappe et de révolution. 

Cherchons maintenant la nature géométrique de la surface A. et de la ligne l par 
laquelle les deux surfaces A et A, se mettent en contact. 

Et d'abord cherchons la courbe de contact l. 

Nous savons que cette ligne l doit se trouver sur la surface H qui a pour équa- 
tion , l'équation (i) , dans laquelle on «ura supposé ^ = r ; elle doit aussi se trou- 
ver sur la surface A qui a pour équation, l'équation (iS). 

La droite ( sera donc l'intersection des deux surfaces H et A. 

Beprenons donc les équations de H et A. 

(H) ar'+y«-nV=n'(6«vy .et {^) a:'+y«-nV= -|^, 
En retranchant ces deux équations l'une de l'autre ; on a : 



"»■+( 






— 360 — 
El l'axe réel A' de cette courbe ^, sera égal à : 

Le produit des axes imaginaires sera égal au produit des axes réels des deuK 
courbes Ç, et f , , car on a : 

AB' = A'B = ^^^rp^ l/(n*+3n-+4)(l-n'j 

Et Ton a donc 

A _ A' 

B " B' 

Ce que Ton pouvait prévoir , car une surface du second degré est toujours 
coupée par deux plans parallèles suivant des courbes dont les axes sont propor- 
tionnels entre eux. 

Deux surfaces du second degré ne peuvent se toucher que suivant une seule 
courbe du second degré ; la surface A. ne pourra donc être engendrée que par 
l'une des hyperboles Ç, ou ^. Cherchons laquelle de ces courbes engendre la sur- 
face A. , et pour cela faisons tourner la courbe \^ autour de l'axe Tf, elle engendrera 
une surface de révolution A. qui aura pour équation 



Faisons tourner la courbe ^ autour du même axe N, elle engendrera une surface 
de révolution A,' qui aura pour équation : 

Maintenant il faudrait chercher laquelle des deux surfaces A. ou A/ est tangente 
\ la surface A. 

Mais on peut s*en dispenser en songeant que, ayant trouvé Téquation (18) qui 
était celle de la courbe méridienne de la surface A de révolution autour de Taxe M 
ou axe des % , il suffira de remplacer dans cette équation (i8) y par (6 — y) t x par 

z et - par n, pour avoir l'équation de la courbe méridienne de la surface A. de 

révolution autour de Taxe N dont les équations sont y ^=6 et z=:0 . 

Or, l'équation (18) étant: S' --nV=p'^, (qui évidemment peut s'écrire sous 
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la forme ti' — itV;=: , . , ) si Ton fait les transformations indiquées, on aura: 

^ (n"+l)V 

Or si Ton coupe la surface A. dont Téquation est (A.) par le plan des xy, on trouve 
précisément la même courbe méridienne. 

Ainsi le problème n'a qu une seule solution , donnée par les deux hyperbo- 
loidesàune nappe et de révolution ayant pour équations, les équations (A) et 
(A.) et ces surfaces se mettront en contact suivant l'hyperbole Ç, , dont l'axe ima- 
ginaire est parallèle à Taxe des % et dont le plan Y, est parallèle aux deux axes M 
et N. 

Et il est aussi évident que les trois surfaces H , A et A. ne sont point tangentes 
entre elles suivant la courbe ^ de contact de A et A. puisque A et par suite A, coupe 
H suivant cette courbe £,. 

D'une équation différentielle plus simple que l'équation (18) donnée par M. Persy . 

Lorsque M. Persy chercha la solution du problème, trouver sur la surface H lieu 
des points de C espace dont les distances à deux axes M et N sont dans un rapport con- 
stant représenté par n, une courbe Ç, telle qu'elle engendre par son mouvement de rota- 
tion autour de l'axe M et ensuite autour de F axe N deux surfaces de révolution A et A, 
qui soient en contact suivant tous les points de cette ligne l : il parvint à l'équation diffé- 
rentielle de la courbe méridienne de la surface A, ainsi qu'on l'a vu ci -dessus, 
équation différentielle qui est du premier ordre et du quatrième degré. 

Depuis, je me suis demandé si, par des considérations géométriques autres 
que celles employées par M. Persy pour mettre le problème en équation , on ne 
pourrait pas arriver à une équation finale plus simple. 

Voici la marche que j'ai suivie. 

Prenons sur la surface H un point m ; par ce point on peut toujours faire passer 
une droite G s'appuyant à la fois sur les deux axes M et N. 

Menons un plan T tangent à la surface H et en ce point m. 

Menons par le point m un plan Q perpendiculaire à la droite G ; les deux plans 
T et Q se couperont suivant une droite L qui passera par le point m, et sera per- 
pendiculaire à G. 

Supposons que la courbe i tracée sur la surface H existe , elle passera par le 
point met aura en ce point m pour tangente la droite L. 

La courbe l se projettera sur le plan des xy suivant une courbe 4^, et la droite 

46 
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L se projettera sur le même plan xy sumnt une droite h\ et le point m se pro- 
jettera aussi sur le plan xy en un point m^. 

Il est évident que la courbe ^et la droite L* seront tangentes Tune à l'autre au 
point m^. 

Dès lors , si je puis avoir l'équation y=: ouc + 6 de la droite L*, il suffira de 
poser 

dx 

pour avoir l'équation différentielle de la courbe ^*, et la courbe l sera Tinter- 
section du cylindre ayant pour section droite la courbe i^ et de la surface H. 
Effectuons les calculs en suivant la marche que nous venons d'indiquer. 

Les équations de l'axe M sont ; 



«=0 et 5f = 

Les équations de l'axe N sont : 

dr=iu et y^b 
L'équation du lieu H est : 

(a: — az)** 



^+,'=.-[*-,r+!^] 



Désignons ptu* x, y\ ii les coordonnées du point m. 
Les équations de la droite G , seront : 

L'équation du plan Q sera : 

^. I y' / >. . oa^cft— y') , ., 



L'équation du plan T sera : 






L'équation de L* sera : 
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L'équation différentielle de (^ sera donc : 

dx a{n*— a'— 1) y'jr+nVy'o? — n^bayz — 6(8nV+ n*— a'— 1 )a?y + n't*(a*+l) a: 

dans laquelle il faudra remplacer 2 par la valeur tirée de Féquation de la sur- 
face H y cette valeur est : 



= -[*± %/{a^+i)\x^+U'-n\b-yr\] 



Et Ton arrive ainsi à une équation différentielle plus simple, il est vrai, mais 
que l'on ne sait pas encore intégrer. 

Par ce qui précède , on doit reconnaître que l'idée de baser la Théorie géomé- 
trique des engrenages sur les mrfacen primitives j désignant ainsi deux surfaces 
de révolution A et A, > ayant respectivement pour axe de rotation les droites M et 
N et étant tangentes Tune à l'autre suivant une ligne l , telle que les distances de 
chacun de ses points aux axes M et N sont dans un rapport constant et inverse de 
celui des vitesses des axes M et N; on doit reconnaître , dis-je , que cette idée ne 
peut être admise, car on doit se rappeler que dans le cas où les axes M et N sont 
rectangulaires, les surfaces A et A, sont deux hyperboloîdes à une nappe et de 
révolution et extérieurs l'un à l'autre , en sorte que l'on serait conduit à pen- 
ser, puisque le problème de géométrie n'a qu'une seule solution dans ce cas, 
qu'il n'est pas possible d'exécuter un engrenage intérieur , l'engrenage extérieur 
étant le seul auquel on est conduit par la solution du problème relatif aux mrfiwes 
primitives *, 

Je crois avoir donné, dans l'ouvrage que j'ai publié en 1842 sous le titre : Théorie 
géométrique ée$ engrenages destinés àtransnMtretefnowementderoiationeniredeuxaxes 
sUués ou non silués dans un même plan , les véritables considérations géométriques du 
problème important des engrenages, en neconsidérant point les surfaces primitives^ 
mais bien et seulement deux cercles primitifs , quelle que soit la position des axes 
l'un par rapport à l'autre. 

J'ai aussi, dans ce même ouvrage, fait voir que le problème des surfaces pri- 
mitives ne pouvait être de quelque intérêt que sous le point de vue géométrique, 
car il était complètement inutile pour la théorie des engrenages. 



r . 
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CHAPITRE VÏL 



THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES INFINIMENT PETITS. 



8 I". 

De la manière dont on doit considérer les infini$nent peiiis en géométrie descriptive. 

La géotnétrie descripHve s'occupe des problèmes de relation de poikion et Vanalyie 
s'occupe des problèmes de relation métrique. 

La géométrie descriptive , au moyen d'épiires construites à la règle et au compas, 
permet de construire des corps limités par des formes déterminées ; au moyen 
du raisonnement géométrique^ et en s'appuyant sur la méthode des projections, 
la géométrie descriptive parvient à reconnaître certaines propriétés de Tespace 
figuré^ et ainsi les propriétés de relation de position. 

La géométrie descriptive, exprimant, au moyen des épurés, les résultats auxquels 
elle parvient , en se servant delà langue graphique, ne peut exprimer que des choses 
flniesydes choses mesurables au moyen d'une échelle. 

Les choses infiniment petites ne peuvent être exprimées graphiquement. Il 
n'en est pas de même en analyse ^ où la langue algébrique, au mçyen d'un 
algorithme particulier, a permis d'exprimer des quantités infiniment petites , et 
d'établir certains théorèmes pour les infiniment petits, aussi facilwient qu'on 
avait établi des théorèmes sur les quantités finies. 

V analyse, en vertu de la. puissance de la langue qu'elle emploie , a pu consi- 
dérer des infiniment petits de divers ordres , puisqu'elle a pu les oomparer entre 
eux et en vertu même de la langue algébrique qu'elle emploie. 

En. géométrie descriptive , nous ne pouvons pas comparer des grandeurs , 
noufr ne pouvons donc considérer les infiniment petits que sous un point de vue 
plus borné que celui sous lequel Vanalyae peut les envisager. 

Nous ne pouvons pas non plus écrire en géométrie descriptive les infiniment 
petits 9 la langue graphique est trop imparfaite , vu nos sens et par suite nos 
instruments pour que cela soit possible. 

En géométrie descriptive, nous ne pourrons donc arriver jusqu'aux infini- 
ment petits que par la pensée, nous ne pourrons les rendre sensibles que par 
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le raisonnement, et nous ne pourrons les introduire dans nos considérations géo- 
métriques qu'en les soumettant à la méthode des projections qui sert de base 
à la géométrie descriptive. 

Maintenant, nous allons nous occuper des courbée et des Buifaces. 

Nous pouvons toujours considérer une courbe comme étant parcourue par un 
point mobile. 

Nous pouvons toujours considérer une surface comme étant parcourue par une 
courbe mobile y constante de forme ou de forme variable. 



DES COURBES. 



•» 



L Un point m décrivant dans l'espace une courbe i en venu d'une certaine loi 
de mouvement K passe successivement en des positions distinctes m\ m"fm"\.... 
nous dirons , le point m s'étant déplacé en vertu de la loi K pour prendre la 
position m' sur la courbe S, les points m et m' sont infiniment voisins si 
nous ne pouvons supposer qu'un troisième point n puisse être placé entre les 
points m et m', de telle manière que ce troisième point n soit plus près du point 
m, et en vertu de la loi K, que ne l'est le point m\ 

Si donc par des raisonnements exacts , nous trouvions que les points m et m\ 
que nous avions supposés tout d'abord infiniment voisins, sont tels, cependant, 
qu'un point n intermédiaire se trouve en effet , et en vertu de la loi K , plus près 
de m que m' n'est du point m (d'après l'hypothèse primordiale), nous dirons 
que ce sont les points m et n qui sont infiniment voisins et non les points m et 
m'; ou, en d'autres termes, nous dirons que le point n est réellement le point 
successif de m sur la courbe^ en vertu de la loi K, et non le point m' comme 
on l'avait présupposé. 

Et si, par des raisonnements géométriques fondés sur la loi K, nous trouvons 

une suite de points m, m", m'\ m'", situés sur la courbe l et tels que m' soit 

infiniment voisin de m, que m" soit infiniment voisin de m\ que m'" soit infini- 
ment voisin de m'" et ainsi de suite , nous dirons que lespoiats m, m\ m'\ m"\.... 
sont des points successifs et infiniment voisins de la courbe \. 

La petite droite mm' qui unit deux points successifs et infiniment voisins m et m' 
sera dite infiniment petit rectiligne ou élément rectiligne de la courbe i et le polygone 
(inniWW, . . .)ayant pour sommets les points successifs et infiniment voisins m , m', 
m", m"\ ... de la courbe l et pour c6tés les éléments rectilignes successifs, mm% m'm'\ 



m'm" i de cette même courbe ( , sera dit polygone infinitésimal j et l'on pourra 

toujours remplacer la courbe l par son polygone infinitésimal. 
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On peut supposer qu une même courbe ( soit décrite dans Fespace par un point 
mobile en vertu de diverses (ot^ K, K', K''....; pour chaque lai l'on aura un poly- 
gone infinitésimal différent. 

Lors donc que Ton aura à résoudre un problème et que Ton sera conduit i con- 
sidérer des infiniment petits rectilignes, il faudra pendant tout le cours de la 
démonstration ne s'appuyer que sur la même loi. 

II. Lorsque l'on a une courbe ^, quel que soit le mode qui l'ait produite, on 
peut toujours supposer que cette courbe l soit parcourue par un point mobile et 
d'un mouvement uniforme. Dès lors, le mobile parcourt des arcs égaux de la 
courbe l et en temps égaux. 

Le polygone infinitésimal , dans ce cas , aura tous sescâtés égaux. 

Toutes les propriétés générales relatives aux courbes, pourront donc être 
établies en partant du polygone infinitésimal à côtés égaux, puisque ces propriétés 
seront indépendantes du mode (quel qu'il soit) qui a produit la courbe. 

III. Une courbe l peut être le résultat de constructions graphiques , chaque 
point de cette courbe étant déterminé par la même construction K,. 

La même courbe l peut être déterminée par diverses constructions K^, K/, K/', 
lorsque l'on aura donc un problème à résoudre et que l'on sera conduit i employer 
les infiniment petits rectilignes ou en d'autres termes le polygone infinitésimal , 
il faudra pendant tout le cours de la démonstration ne s'appuyer que sur la même 
construction. 

De la sécante et de la tangente à une courbe. 

lY. Étant donnée une courbe { à simple ou double courbure , prenons un point 
m sur cette courbe. 

Parce pointm (Jig. 423) menons des droites S, S', qui couperont lacourbe^ 

respectivement aux points p, p',.... ces droites S, S', seront dites sécantes de 

la courbe S, parce que les arcs mp, mp\ sont finis. 

L'on conçoit que l'on peut faire mouvoir le point p sur la couii>e l pour le 

rapprocher du point m, et qu'après avoir pris les positions p\ p^^ enfin il 

prendra la position m' qui sera telle que le point ni sera le point successif et infini- 
ment voisin de m , en sorte que mm' sera l'élément rectiligne de la courbe l , et sera , 
dès lors , le côté du poly goneinfinitésimal à côtés égaux qui peut remplacer la courbe ^ 

Cet élément rectiligne mni étant prolongé donnera une droite indéfinie T qui 
sera une sécante toute particulière de la courbe (, car pour cette sécante les deux 
points d'intersection ne sont plus à distance finie (mesunble) Tun de l'autre, 
mais à une distance infiniment petite. 
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Cette sécante a pris le nom de tangente. 

La tangente à une oourbe est donc une droite qui a rigoureusement et géomé - 
triquement parlant deui points communs avec la courbe. 

L'élément rectiligne nun' est dit point de contact , et c'est pour abréger que 
l'on dit construire la tangente en un point d'une courbe , car il faut bien le 
remarquer, le point d'une courbe étant le sommet du polygone inûnitésimal, on 
a toujours deux éléments rectilignes qui se coupent en ce point , et par consé- 
quent par un point d'une courbe passent rigoureusement deux tangentes succes- 
sives. 

Aussi peut-on considérer une courbe comme étant l'enveloppe de ses tangentes. 

De la définition que nous venons de donner pour la tangente , résulte comme 
conséquence rigoureuse que l'on ne peut pas faire passer entre la tangente ( définie 
ainsi que nous l'avons fait ) et la courbe, une seconde droite qui approche plus 
prés de la courbe que la tangente n'en approche en effet : 

Nous ne pouvons pas rapprocher le point p plus près du point m que nous ne 
l'avons fait en le plaçant en m', puisque nous supposons que ce point m est le 
point successif et infiniment voisin du point m ; si donc nous voulons mener par 
le point m une droite qui , comme 9écante k la courbe , soit successive et infiniment 
voisine de la droite T , il faudra qu'elle passe par le point p" supposé être le point 
successif et infiniment voisin du point m^ De sorte que la corde mp'* sera la plus 
petite corde que l'on puisse inscrire dans la courbe l en faisant passer cette corde 
par le point m; cette corde sera le grand côté d'un triangle isocèle dont les autres 
côtés, égaux entre eux, seront les éléments rectilignes successifs mm' et n^' de 
la courbe l. 

Or, entre la sécante donnée par la corde mp" prolongée et la courbe l , on 
pourra faire passer la droite T qui est donnée par l'élément rectiligne nm^ pro- 
longé, et évidemment on ne pourra faire passer que la droite T; doue , etc. 

Du plan nortnal et du plan tangent à une courbe. 



V. Quelque petit que soit l'élément rectiligne mm d'une courbe, nous pouvons 
toujours concevoir le milieu de cet élément. Le plan N mené perpendiculaire- 
ment à cet élément sera dit plan normal , et comme les points m et m' sont 
successifs et infiniment voisins , que ce plan N soit mené perpendiculairement 
à l'élément rectiligne en l'une de ses extrémités m ou m\ ou au milieu de cet 
élément, la différence est insensible. 

Cependant, pour la rigueur géométrique, nous sommes forcé d'établir une 
loi , qui dérive d'ailleurs tout naturellement de ce que nous avons supposé que 
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toute courbe pouvait èlre considérée comme parcourue par un point- mobile. 
Dès lors y lorsque Ton se donne un point m sur une courbe ( et que l'on propose 
de construire la tangente en ce point à cette courbe, il faut indiquer dans quel 
sens on doit marcher sur la courbe. Si Ton marche dans le sens indiqué par la 

flèche y , la tangente sera le prolongement de Félémenl rectiligne mm', si Ton 
marche dans le sens de la flèche y y la tangente sera le prolongement de Télément 

rectiligne f?t,r7i. 

Le sens de direction étant donné , le plan normal sera le plan mené perpen* 
diculairement à Télément rectiligne, par le premier point de cet élément. 

Nous donnerons le nom de plan tangent à tout plan passant par la tangente. 

On n'a donc qu'un plan normal en un point d'une courbe, et une infinité de 
plans tangents en un point d'une courbe. 

Du plan osculaleur à une courbe. 

* 

\I. Par une droite, on peut mener une infinité de plans. Par la tangenteT en un 
point m d'une courbe ^, on peut mener une infinité de plans tangents 9 9 @', 

0"", à cette courbe. Par trois points, on ne peut faire passer qu'un seul 

plan. Par conséquent, par trois points successifs m , m', ni'f d'une courbe, ou, 

en d'autre termes, par deux éléments rectilignes successifs mm', mW d'une 
courbe , on ne peut faire passer qu'un plan qui prendra le nom de plan osculaieur. 

Nous dirons donc qu'une courbe l n'a qu'un seul plan osculateur en chacun de 
ses points. 

Cela posé: 

Concevons une courbe l (fig. 124) et ses points successifs et infiniment voisins 
tn j m j m y tn , m^ , m , • • . . 

Chaque élément rectiligne prolongé mm', m'tn\ tnW\ donnera une tan- 
gente à la courbe Ç. 

On aura donc les tangentes successives et infiniment voisines T, T', T\ V, T^. 
Les deux tangentes successives T et T' se coupent en un point m de la courbe (. 
Les deux tangentes successives T' et T'" se coupent en un point m' de la 
courbe l , et ainsi de suite. 

Le point m'' est le successif et infiniment voisin de m'. 
La première tangente T coupe la seconde tangente T', mais ne coupe pas la 
troisième tangente T''(car nous supposons la courbe l à double courbure). 
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Le premier plan osculateur O passe par T et T', 

Le second plan osculateur 0, passe par T' et T\ 

Le troisième plan osculateur 0, passe par T" et T'\ et ainsi de suite. 

Entre les plans et 0. , on ne peut pas placer un troisième plan qui approche 
plus près du plan que n'en approche le plan 0. , puisque Ton ne peut pas 
placer entre les deux tangentes T et T' une troisième droite qui approche plus 
près de T que n'en approche T", car Ton ne peut pas placer entre les points m 
et m\ m' et m'' un troisième point qui , situé sur la courbe g, approche plus près 
de m que n'en approche m\ et approche plus près de m' que n'en approche m'\ 
puisque par hypothèse primordiale nous avons supposé que les points m, m, m", .... 
étaient les points successifs et infiniment voisins de la courbe l. 

Les plans osculateurs 0, 0,, 0,, 0,, sont donc les plans osculateurs suc- 
cessifs et infiniment voisins de la courbe |. 

Gela posé : 

Menons une suite de plans normaux : 

N au point m à la tangente T, 

N, au point rn à la tangente T', 

N. au point m' à la tangente T'', 

N, au point m'^k la tangente T", et ainsi de suite. 

Les plans N et N. se couperont suivant une droite G , 
Les plans N, et N. se couperont suivant une droite G', 
Les plans N. et N, se couperont suivant une droite G'', et ainsi de suite. 

Or, comme les tangentes T, T', T", sont successives et infiniment voisines, 

les plans N, N,, N,,...,. seront successifs et infiniment voisins, et par suite les 
droites G, G^, G^\ seront successives et infiniment voisines. 

Or, G coupe G' en un point o. G' coupe G'' en un point o\ et ainsi de suite. 

Les points 0, o',.... seront donc des points successifs et infiniment voisins, et 
construits dans l'espace en vertu d'un certain mode; ces points seront donc les 
points successifs et infiniment voisins d'une courbe d ayant pour tangentes 
successives les droites G , G', G", .... 

Du raytm de courbure d'une courbe. 

VII. Par trois points situés à distance finie les uns des autres et aussi par trois 

points infiniment près les uns des autres, on peut faire passer un cercle {fig* i25 ). 

C'est le rayon du cercle G qui passe par les trois points m^m', m' successifs et 



— 370 — 

infiniment voisins de la courbe l que Ton appelle rayon de courbure de la courbe 
l pour le point m. 

Le cercle G est situé dans le plan osculaleur @. 

Le rayon du cercle G' situé dans le plan osculateur @. (ce cercle G" passant 
par les trois points successifs et infiniment voisins m\ m\ m" ) sera le rayon de 
courbure de la courbe ^ pour le point m. 

Le cercle G aura pour centre le point q en lequel la droite G perce le plan ; 
le cercle G' aura pour centre le point q' en lequel la droite G' perce le plan 0, » et 
ainsi de suite* 

Les rayons de courbure^ m , qW, étant prolongés donneront des droites L, 

L', V\ qui seront respectivement normales à la courbe l aux points m, m\ 

m\:..et qui seront situées respectivement dans les plans osculateurs 6, 0., @,»-« 
ces droites seront donc successives et infiniment voisines. 

Les divers points (^9 q'^ q\ formeront une courbe x qui sera coupée par les 

droites L, L\ V\ puisqu'une de ces droites h\ par exemple, ne passera pas 

par les deux points successifs q et q' de la courbe Xy attendu que les deux pians Q 
et 0, se coupent suivant la droite T^ 

On donne plus particulièrement le nom de normale au rayon de courbure pro- 
longé. 

Mais toute droite tracée dans le plan normal et passant par le point en lequel la 
courbe est coupée par ce plan peut prendre le nom de normale. 

Ainsi , on dit qu*une courbe a en chacun de ses points une seule tangente, et 
un seul plan normal , une infinité de pians tangents et une infinité de normales j 
un seul plan osculateur et un seul rayon de courbure. 

D'après ce qui précède , on voit : 

l"" Que les rayons de courbure successifs et infiniment voisins d'une courbe ne 
sont point situés deux à deux et succesivement dans un même plan, ou comme on 
le dit : ne iecoupeuipas. 

T Que les tangentes successives et infiniment voisines d'une courbe 9ont situées 
deux à deux et successivement dans un même plan (qui est le plan osculateur) ou 

comme on le dit : se coupent. * 

Nous verrons plusloin queces deux manières d'être d'une suite de droites situées 
dans Tespace, et Ton ne peut évidemment concevoir queces deux manières d'être, 
donnent naissance à deux grandes familles de surfaces régléei : les surfaces gauches 
et les surfaces développables. 

Le oerde G a en commnn nvec la courbe (, les trois points successifs m^m', m"; 
on donne à l'arc circulaire qui part du point m pour aboutir au point m" y le nom 
d'arc élémentaire de la ooarbe ( ou d'élément curvilifM de la courbe l. 
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On peut donc considérer la courbe l comme n'étant plus composée d'éléments 
rectilignesy mais d'éléments curvilignes circulaires, et dès lors on peut prendre pour 
la courbe l , non plus un polygone infinitésimal à c6tés rectilignes, mais un poly- 
gone infinitésimal à côtés curvilignes circulaires , ces côtés curvilignes n'étant 
point placés les uns à la suite des autres , bout à bout, mais celui qui suit ayant 
avec celui qui le précède un élément rectiligne commun. 

C'est ainsi que la courbe l peut être considérée comme Tenveloppe de ses divers 

cercles osculateurs G , G', C'\ tout comme précédemment nous avions regardé 

cette courbe l comme l'enveloppe de ses tangentes T, T', T\ T'\ 

En géométrie descriptive nous ne considérons dans les courbes que deux espèces 
d'éléments, les éléments rectilignes et les éléments curvilignes. La considération de 
ces infiniment petits suffit pour nous permettre de résoudre tous les problèmes dont 
on doit s'occuper dans les diverses appUcatians de la géométrie descriptive. 

Car toutes les constructions y ont pour point de départ ou des déplacements 
successifs en ligne droite , ces déplacements changeant successivement de direc- 
tian, ou des déplacements successifs en ligne circulaire, Taxe deroùUion chan- 
geant successivement de position « 

DES SURFACES. 

vin. une courbure 9 décrivant dans Pespace une surface 1 en vertu d'unecertaine 

loi K de mouvement, passe successivement en diverses positions ç', <p", 9'", 

nous dirons , la courbe cp s'étant déplacée en vertu de la loi K pour prendre la 
position (f sur la surface 2, les courbes cp et cp' sont infiniment voisines, si nous 
ne pouvons supposer qu'une troisième courbe X puisse être placée entre les cour- 
bes <p et 9', de telle manière que cette troisième courbe X soit plus près de la courbe 
9 que ne Test la courbe 9'. 

Si donc , par des raisonnements exacts , nous trouvions que les courbes 9 et 9' 
que nous avions supposées tout d'abord infiniment voisines, sont telles cependant, 
qu'une courbe intermédiaire se trouve être en eflet, en vertu de la loi K, plus près de 
9 que 9' n'est de co , nous dirons que ce sont les courbes 9 et X qui sont infiniment 
voisines et non les courbes 9 et 9'. 

En d'autres termes, nous dirons que la courbe X est réellement la courbe 
successive de 9 sur la surface 2 en vertu de la loi K, et non la courbe 9' comme on 
l'avait présupposé. 

Et si, par des raisonnements géométriques fondés sur la loi K , nous trouvons 
une suite de courbes 9, 9', 9",.-- telles que 9' est infiniment voisine de 9 , que 9'' 
est infiniment voisine de 9' et ainsi de suite , nous dirons que les courbes 9 , 9', 
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ç", sont des courbes génératrices delà surface 1 et sont successives et infini- 
ment voisines sur cette surface 2. 

La petite surface comprise sur la surface 1 entre deux courbes successives ^ et 
(sf sera dite zone élémentaire de la surface 2. 

Et comme Ton peut concevoir qu'une même surface 2 est engendrée de 
diverses manières par des courbes mobiles , si Ton suppose que cette surface 2 
est engendrée d'abord par une courbe 9 soumise à une loi K , et ensuite par une 
autre courbe ir soumise à une autre loi D, on aura d'abord une suite de zones 
élémentaires comprises respectivement entre les courbes génératrices successives 
du premier mode 9 et ç , 9 et 9", 9" et 9"', etc., et ensuite une suite d'autres 
xones élémentaires comprises respectivement entre les autres génératrices suc- 
cessives du second modoir et tt', « et tt", w" et w ", etc. ; la zone (9 , 9') interceptera 
sur la zone (n , n ) une facette élémentaire de la surface , qui prendra le nom 
d'élément superficiel de la surface 2. 

Mais l'on pourra toujours supposer que la surface 2 est engendrée par une 
suite de courbes 9,9', ou n, w, ou e» e', ou X, X', etc., successives et infini- 
ment voisines , et telles que les courbes 9 , tt , e , X ,.. .. se croisent au point m et 
sont soumises : les premières 9 à une loi K , les secondes tt à une loi D , les 

troisièmes e à une loiB, etc. Les courbes 9', ir!, t\ qui seront respectivement 

les courbes successives et infiniment voisines des courbes 91 7r,e , s'entre- 
couperont deux à deux et formeront un polygone dontcliaque côté sera infiniment 
petit et dont deux sommets quelconques seront distants l'un de l'autre d'une 
quantité infiniment petite ; c^est l'espace renfermé par ce polygone qui doit sur- 
tout prendre le nom de facette élémentaire. 

La courbe génératrice d'une surface peut, quelle que soit la loi de son 
mouvement, ou i"" rester constante, non-seulement de forme, mais encore de 
grandeur, ou S"" varier de forme à chaque déplacement, la variation de forme 
étant aussi assujettie à une loi particulière. 

Nous devons donc distinguer les surfaces à génératrice constante , des surfaces 
à génératrice variable. Toutefois, une surface ayant été, par un certain mode, 
engendrée par une courbe constante,, on pourra toujours , par un autre mode, 
l'engendrer au moyen d'une courbe variable; tandis que pour une surface engen- 
drée par une courbe variable , il ne pourra pas toujours exister un certain mode 
de génération par une courbe constante. 
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Du plan tangent à une surface. 

IX. Élant donnée une surface 2, quel que soit le mode de génération qui Tait 
produite, nous pourrons toujours tracer sur cette surface une courbe 9 > et mener 
en un point m de cette courbe la tangente T à cette courbe. 

La tangente T contiendra donc deux points successifs m et m' de 9. 

Par la droite T, nous pourrons faire passer une infinité de plans P, P", P'", 

P"', coupant respectivement la surface 2 suivant des courbes n, /, n", tt'",... . 

nous pouvons dès lors supposer que la surface 1 est engendrée par la courbe tt, 
variant de forme et passant successivement par les positions 7^^ it'y i:'\ etc. , 
nous pouvons supposer que ces courbes 1:, i:, it", sont des courbes succes- 
sives et infiniment voisines; et comme chacun de leurs plans passe par la droite 
Ty chacune de ces courbes passera par les points successifs et infiniment voisins 

m et m'; et dés lors nous pouvons affirmer que les courbes tt, tt", ?r^, ont avec 

la courbe 9 une tangente commune qui n'est autre que T, ou, en d'autres termes, 
et pour abréger le discours 9 que les courbes ir , /, 11'% sont tangentes entre elles 
et à la courbe 9 au point m. 

Cela posé : 

Nous pouvons toujours tracer sur la surface 2 une suite de courbes arbitraires 
li^ii 1^9 In Ia> se croisant toutes au point m. 

La courbe l coupera les courbes ir, iz, vi\ respectivement aux points a, a\ 

a\ la courbe $, les coupera aux points «„ a/, a/',.-- la courbe $, les coupera 

aux points a,, a/, a/,.... et ainsi de suite. 

Or, si nous supposons que le [^an P passe par des positions successives et 

infiniment voisines P', P'', Vt"\ quelle que soit la loi qui régit le mouvement 

de ce plan P , les courbes n^n'y «', w '', seront, en vertu de cette loi, quelle qu'elle 
soit, des courbes successives et infiniment voisines , par conséquent les points a, 

«M «t>«*> û'j ^ly^li «/> ^"j ^!'>^1\ O*-*- ^^' seront des points succes- 
sifs et infiniment .voisins sur les courbes respectives g, ^, ^, ^, 

Dès lors si le point a de ^ est le successif et infiniment voisin du point m, 
aussitôt les points a de &, d' de i, a"' de 4, seront les successifs et infini- 
ment voisins du même point m. 

Et cela étant, il s'ensuit que les éléments rectilignes ma de (, ma' de (., ma" 

de ^, etc. , seront tous situés dans un même plan & passant par ia droite T, 

et par suite l'on peut énoncer ce théorème : 

Si l'an trace sur une surface 1 une mHe de courbes arbitraires S , ^. 9 ^ 1 • • '• • «^ croisant 
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en un point m , les tangentes 9 , 0. 9 9,, menées respectivement à ces courbes et au 

point m , sont situées dans un même plan 6. 

Ce plan O a reçu le nom de plan tangent de la surface ; et dès lors pour résoudre 
le problème : Construire le plan tangent en un point m d'une surface 'ï, i) suffira : 
1** de tracer sur cette surface 2 deux courbes l[ et ç, se croisam au point m ; 2^ de 
construire au point m la tangente à la courbe l et la tangente 6. i la courbe |, 
et le plan déterminé par les tangentes 6 et 9, sera le plan demandé. 

Maintenant examinons quelle relation de position existe entre le plan tangent 6 
et la surface 2 tout autour du point de contact m : 

i*" Le plan tangent peut laisser la surface au-dessus ou au-dessous de lui tout 
autour du point de contact; 

2*" La surface peut être en partie en dessus et en partie en dessous de son plan 
tangent. 

Dans le premier cas , le plan tangent n'a en commun avec la surface que le 
point de contact, ou s'il a d'autres points communs avec la surface ils sont tous 
situés à distance finie du point de contact. 

Dans le deuxième cas, le plan tangent coupe et touche la surface; il la touche 
au point de contact, et la coupe suivant une courbe dont les branches se croi- 
sent au point de contact. 

Nous allons démontrer que entre le plan tangent 6 et la surface 2, quelle que 
soit cette surface, il ne peut exister que Tune ou l'autre de ces deux relations 
de position. 

Menons par le point m contact de la surface 1 et de son plan tangent G une 
droite 1 perpendiculaire à ce plan. 

Cette droite prendra le nom Aenormale à la surface, et comme il n'y a {en général) 
pour chaque point d'une surface qu'un seul 'plan tangent , il ne pourra y avoir 
pour chaque point de cette surface qu'une seule normale. 

Par la droite I nous pourrons faire passer une suite de plans N, N', N% 

N^'^, qui prendront le nom de pians normaux de la surface et qui couperont 

cette surface 2 suivant des courbes d, Sf^ if'j S^'\ qui auront respectivement 

pour tangentes les droites i, tf, ï\ f\ suivant lesquelles le plan tangent est 

respectivement coupé par les divers plans normaux. 

La surface 2 pourra être considérée comme étant engendrée par la courbe d 
tournant'autour de la normale let passant successivement en changeant déforme, 
en les positions 3', 3", 3"'. 

Admettons que la courbe d a la forme représentée (/ip. i36)> et qn^aînsi avant 
et après le point m de contact avec sa tangente t elle se trouve au-dessoQS de celte 
tangente t, pouvant d'ailleurs couper cette droite / en on point pou plusieors 
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points p situés à distance finie par rapport au point de contact m ; nous pourrons 
faire les liypothéses suivantes : 

V Supposer que les diverses courbes J, ^, 3", â"', quoique de formes diffé- 
rentes, les variations de forme étant soumises d'ailleurs à une certaine loi , sont 
chacune placées au-dessous de leur tangente. Dans ce cas , le plan laissera la 
surface 2 au-dessous de lut tout autour de son point de contact m, et s'il coupe 
la surface , ce ne sera que suivant une courbe ou plusieurs courbes /f^tu: des divers 
points p, et par conséquent le plan ne coupera la surface 2 que suivant une ou 
plusieurs courbes y dont tous les points seront situés à distance finie du point de 
contact m. 

2* Supposer que pendant que le plan normal N tourne autour de la normale I , 

en prenant les diverses positions N', N", N"', pour enfin venir se superposer 

sur la première position N , ayant ainsi accompli autour de I une demi-révolution, 
ou décrit deux angles droits, la courbe d , en changeant successivement de forme, 
passe enfin par une position d. faisant un angle a avec la position d, et telle que 
cette courbe j, ait un rayon de courbure infini , et qu'ainsi les courbes succes- 
sives d, Sfjif\ voient croître leurs rayons de courbure au point m, pour 

arriver à 3, qui aura un rayon de courbure infini; puis enfin qu'ayant dépassé la 

position J., on retourne à la position i par des courbes 5/, J/', i"\ dont les 

rayons de courbure au point m iront en décroissant. 

Toutes ces courbesd,}', 3", 3"', i, A'jJ/'ji"'? iy étant toutes situées 

au-dessous de leurs tangentes ou au-dessous du plan tangent 0,Ja surface 2 
sera encore située au-dessous de son plan tangent tout autour du point de con- 
tact m. 

y Supposer que le plan normal N puisse prendre deux positions Tune N. et 
l'autre N,, telles que les courbes 3. et d. suivant lesquelles ils coupent la surface 2, 
ont au point m un rayon de courbure infini. 

Et désignant par a et 6 les deux angles supplémentaires que le plan N fait avec 
le plan N^ , supposons que toutes les courbes i situées dans des plans normaux 
compris dans Tangle a sont situées aurdesâous du plan0, et que toutes les courbes 
i, situées dans des plans normaux compris dans l'angle S sont situées aurdessus de 
ce plan {fig. 427 )* 

Dés lors, la couii>e génératrice passerait par des positions pour lesquelles le 
rayon de courbure irait en diminuant depuis la position 3, pour atteindre un 
maximum et recroître, jusqu'à l'infini, en passant par 3. et pendant cette évolu- 
tion^ toutes les courbes d seraient aurdessous du plan 0; puis ensuite la courbe 
génératrice partant de 3, passerait par une position nouvelle en laquelle le rayon 
de courbure serait un minimum et retournerait en la position d. le rayon de courbure 
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croissanl jusqu'à Tinfini , et pendant celte seconde évolution qui compléterait la 
demi-révolution autour de la normale !, toutes les courbes génératrices d seraient 
au-dessus du plan 0. 

Le plan tangent coupera dans ce cas la surface 1 suivant une courbe dont 
deux branches se croiseront au point de contact m. 

En y réfléchissant attentivement, on est bientôt convaincu que les iroh hypo- 
thèses géométriques précédentes sont les seules que Ton puisse faire , en admettant 
que la surface 2 est telle que par le point m il ne passe qu'une seule nofifpe de 
cette surface. 

La manière d'être d'une surface par rapport à son plan tangent parait , à la 
première vue, devoir nous permettre de diviser les surfaces en deux grandes 
classes : 

i"" Les surfaces pour lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont tous situés d'un même côté par rapport au 
plan tangent en ce point m ; 

2"" Les surfaces pour lesquelles les centres de courbure de toutes les sections 
normales en un même point m sont en partie à droite et en partie à gauche du 
pian tangent en ce point m. 

Mais comme une même surface peut nous offrir pour certains points la pre- 
mière manière d'être , et pour certains autres points la seconde manière d'être 
par rapport à son plan tangent, cetto classiiication des surfaces doit être r^rdée, 
en définitive , comme illusoire. 

De ce qui précède, on peut établir; 

i"" Que lorsque deux surfaces 2 et 2, ont un point commun m , et en ce point 
un même plan tangent 0, ces deux surfaces seront dites tangentes l'une à l'autre 
au point m; 

2'' Que lorsque deux surfaces 2 et 2, ont une ligne l commune, si elles ont 
même plan tangent en chacun des points de cette ligne (, ces deux surfaces sont 
dites tangentes l'une à l'autre suivant la courbe (; si les deux surfaces 2 et 2, 
n'ont pas même plan tangent en chacun des points de la courbe ( y ces surfaces 
2 et 2, se couperont suivant la courbe (j si le plan tangent n'est commun 
aux surfaces 2 et 2, que pour certains points de la ligne l , le contact des deux 
surfaces n'aura lieu qu'en ces points et en tous les autres points de la ligne l, 
les deux surfaces se couperont. 



— 377 



Des diven mode* de généraUm des surfaces. 

X. Il y a deux modes de génération pour les surfaces : 

i^ Une surface peut être engendrée par le mouvement d'une ligfie qui prend 
le nom de génératrice ; 

2** Une surface peut être V enveloppe de l'espace parcouru par une autre surface , 
laquelle prend le nom d'enveloppée. 

Lorsqu'on donne une surface, c'est toujours par l'un ou fautre de ces deux 
modes de génération ; et on dit en géométrie descriptive que l'on a écrit ^rap/it- 
quement la surface , lorsque Ton a tracé les projections des lignes qui servent à 
définir complètement la surface donnée, et l'on reconnaît que la surface est 
réellement et complètement écrite lorsque l'on peut, en ne s'appuyant que sur 
les projections des lignes qui sont dites suffire à déterminer la êurface ^ résoudre 
le problème suivant : 

Étant donnée la projection m" ou n\ construire la projection m" ou n* du 
point m ou n, ce point devant être rigoureusement situé sur la surface donnée. 

Lorsqu'une surface est écrite graphiquement par le premier mode de génération , 
on peut toujours par la pensée la supposer engendrée par le second mode , et 
vice ver 8d. 

C'est toujours du mode écrit graphiquement qu'on sesert pour construire Vépvre 
des recherches géométriques à tenter sur la surface. 

Mais l'on peut se servir indistinctement de l'un ou de l'autre mode de 
génération , lorsque l'on emploie le raisonnement géométrique pour arriver à la 
découverte d'une propriété géométrique de la surface donnée. 

Ainsi, les deux modes de génération , quoique très-différents l'un deTautre, 
coexistent pour une même surface , et quelle que soit cette surface. 

Des diverses espèces de surfaces. 

XI . La courbe génératrice peut être une ligne droite ; la surface est dite alors 
surface réglée. 

Si l'on suppose qu'une droite G se meut en vertu d'une certaine loi, elle 
prendra dans Pespace les positions successives et infiniment voisines G, G', G'', G"". 
11 peut arriver deux cas : 
Ou i"" que G coupe G', que G' coupe G'', que G'' coupe G"\ et ainsi de suite. 

48 
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La surface est alors dite surface dévelappable. 

Ou 2'' que G ne coupe pas G', que G' ne coupe pas G" et ainsi de suite. 

La surface est alors dite surface gauche. 

Et Ton conçoit qu'il ne peut exister que ces deux manières d'être y les unes par 
rapport aux autres , entre des génératrices droites successives. 

Ainsi les surfaces réglées se divisent en deux classes, les surfaces dévebppables et 
les surfaces gauches. 

Xn. La courbe génératrice, étant une %ra^ quelconque, peut se mouvoir autour 
d'un axe sans changer de forme et la distance de chacun de ses points à l'axe ne 
variant pas. 

Ce genre de surface prend le nom de surfaces de révolution. 

La courbe génératrice prend le nom de courbe méridienne lorsqu'elle est située 
dans un plan passant par l'axe, et le plan de la courbe méridienne prend le nom 
de plan méridien. 

XIII. La surface peut être engendrée par une courbe constante de forme ( dite 
courbe génératrice) et se mouvant parallèlement à elle-même, un de ses points par- 
courant une courbe qui prend le nom de directrice. 

XIV.. La surface peut être engendrée par une courbe (dite courbe génératrice) 
se mouvant parallèlement à elle-même, un des ses points parcourant une courbe 
directrice, et cette courbe génératrice changeant de forme suivant une loi donnée, 
laquelle dépend de la loi du mouvement qui est exprimée par la courbe 
directrice. 

XV. Une surface peut être eagendrée par une courbe conslantetle forme, dont 
un des points parcourt une courbe directrice ; la position de la courbe génératrice 
par rapport à la courbe d&rectrice , variant à chaque instant suivant une loi donnée 
laquelle dépend de la loi du mouvement qui est exprimée par la courbe directrice. 

XVI. Une surface peut être engendrée par une courbe variant de forme suivant 
une loi K, et dont un des points parcourt une courbe directrice; la position de 
la courbe génératrice par rapport à la courbe directrice ^ variant à chaque instant 
suivant une loi K.; et les deux lois K et K, dépendant, d'ailleurs, de la loi du 
mouvement, qui est exprimée par la courbe directrice. 

a* MODE DB ciilBIlATIOrr. 

XVII. Une surface A, variable ou non déforme, se mouvant dans l'espace suivant 
une certaine loi h, prend dans l'espace les positions successives et infiniment 
voisines A', A", A'", A*. 
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Les surfaces A et A' se coupent suivant une courbe i 

- à! (A à!' a' 

- A" et A'" 3" 

- A'" et A* a"' 

et aùisi de suite. 

Les courbes d, d^, if\ seront nécessairement des courbes successives et 

infiniment voisines, carton ne peut admettre que Ton puisse placer entre d'et i' 
une courbe d. qui approche plus près de ^ que d" n'en approche , cette courl>e i^ 
^fiftlftiftant à la loi qui régit les courbes d, d^, d'^...-, puisque par hypothèse les 
surfaces A^ A'' et A''' sont successives et infiniment voisines, et qu'on ne peut pas 
admettre , contrairement à l'hypothèse posée , une surface A, placée entre A'' et A'" 
et approchant plus près de A'" que à!" n'approche de A''. 

Les courbes d, i^^\.... étant successives et infiniment voisines, formeront une 
surfece 2 dont elles seront les génératrices , et la surface 2 sera dite surface enve^ 
toppe de l'espace parcouru par la surface A , laquelle prend le nom d'enveloppée. 

Les courbes if, et if' sont situées et sur l'enveloppée particulière &f' et sur la 
surface enveloppe 2. 

Les deux surfaces A'' et 2 ont donc en commun la zone élémentaire comprise 
entre les deux courbes successives et infiniment voisines if et if\ 

Or, si nous prenons sur i' un point m, et que par ce point nous menions une 
suite de plan Q, Q', Q", chacun de ces plans coupera : 

V La surface 2 suivant les courbes respectives ^9 x'y X '• 
2* La surface A'' suivant les courbes respectives £ , $', l'\ 
3* La courbe 3" aux points respectifs 9, 9', q". 

m 

Or, puisque les courbes d' et if' sont successives et infiniment voisines, les points 

9* (l\ 9^\ seront respectivement sur les courbes ;^^ Xf ^ > comme sur les 

courbes l, ti t\ 1^ successif et infiniment voisins du point m. 

Les courbes x ©^ Ç , /et $', x et $'', seront donc tangentes l'une à Tautre au 

point m, elles auront, en un mot, même tangente en ce point. 

Le plan tangent en m à la surface 2 ne sera donc autre que le plan tangent en m 
à la surface A"; les deux surfaces 2 et A"' seront donc tangentes Tune à l'autre au 
point m. 

Ce que nous venons de dire pour le point m de i' se dira de tout autre point de 
cette courbe if ; ainsi les deux suriâces 2 et à!' sont tangentes Tune à. l'autre tout 
le long de la courbe d". 

Ainsi la surface enve/oppe 2 est tangente à chacune des ent^e/oppée» A ^ A", A", 

et respectivement suivant les courbes d, if, if', 
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Gela posé : 

Les courbes d et 3" se couperont en un point a^ 

— H eX if' a\ 

— r et r o^^ 

et ainsi de suite. 

Les points a , a\ a",.... seront dans l'espace des points successifs et infiniment 

voisins ^ puisque- les courbes d y i^, if\ sont successives et infiniment voisines , 

ils formeront donc une courbe 9*. 

Et comme a et a' sont deux points successifs de la eourbe ^', la courbe f aura 
en commun avec cette courbe un élément recûlignead\ il en sera de même de la 

courbe 9 par rapport aux diverses courbes S, d^, y', Ainsi » la courbe 9, 

qui prend le nom d'arête de rebrousiemeni de la surface 1 , sera Umgenle à toutes 

les courbes d, d^, if\ qui prennent, dans ce mode- de génération de la 

surface 1 , le nom de caractérisiiques de cette surface. 

Ce qui précède étant compris, nous allons nous en servir pour établie quel- 
ques-unes des propriétés géométriques dont jouissent les surfaces en général , et 
certaines surfaces en particulier. 

Des surfaces développables. 

XVIII. La forme la plus simple que puisse affecter l'enveloppée A est celle d'un 
plan. 

Et comme deux plans se coupent suivant une droite, on voit de suite que la 
surface enveloppe de l'espace parcouru par un plan est une surface ré^/ée, puisque 
ses caractéristiques seront des droites , et de plus comme fes caractéristiques suc- 
cessives se coupent deux à deux , cette surface enveloppe sera dévelappable. 

L'enveloppée étant un plan, ce plan contient deux caractéristiques successives 
de l'enveloppe (qui sont pour les surfaces développables des droites comme on 
vient de le dire). 

Chaque zone élémentaire de la surface enveloppe est plane-, ce qui permel d'é- 
tendre la surface développable sur un plan , sans déchirure ni dabticatwre , connue 
le dit MoNGE. 

L'enveloppée étant tangente à l'enveloppe tout le long d'une caractéristique, 
il s'ensuit que si en un point m d'une génératrice droite G d'une surface déve- 
loppable!, BOUS construisons le plan ©tangent à cette surface 2, ce plan © sera 
tangent à la surface 2, non-seulement au point m, mais en chacun des autres 
points de la génératrice G. En sorte que si l'on mène un plan sécant arbitraire 
X^ ce plan coupera : !• la surface 2 suivant une courbe C ; 2* le plan 9 suivant '^ 
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une droite 9; 3!" la génératrice G en un point g\ et il arrivera que la courbe C ec 

la droite seront tangentes Tune à l'autre au point g. 

Une surface développable peut être donnée de deux manières différentes : 

ou i"" en la supposant engendrée par une ligne droite , ou 2** en la resar- 
j > s*^«âv«iv|j(iv ue i espaut; pua^x/v^». « |>«» «*« jricr»» \f^ nous avons 

vu ci-dessus que ces deux modes de génération sont les seuls que l'on puisse 

admettre en géométrie descriptive ; et qu'ainsi une surface ne peut être » en 

géométrie descriptive, considérée que comme étant une enveloppe, ou que comme 

étant engendrée par une ligne ) ; mais il faut pouvoir écrire graphiquemeni la 

surface énoncée, il faut donc que la loi du mouvemement de la ligne génératrice, 

tout comme la loi du mouvement de la surface enveloppée, soit telle qu'on puisse 

l'écrire graphiquement. 

C'est pourquoi en géométrie descriptive on se donne une surface développable : 

l"" Dans le premier mode de génération, par les projections de son aréie de 
rebroussemeni ; parce que toutes les génératrices droites ou caractéristiques de la 
surface développable sont alors connues, puisque ces génératrices ne sont autres 
que les tangentes à l'arête de rebroussement ; 

2"* Dans le second mode de génération, le mouvement du plan enveloppée est 
déterminé par des directrices; ainsi, ce plan doit rouler sur deux courbes, ou 
sur deux surfaces ou sur une courbe et une sur&ce. 

Alors , les génératrices peuvent être déterminées, puisque chacune d'elles n'est 
autre que la droite qui unit les points de contact d'une position de l'enveloppée 
avec les deux directrices. 

Dans ce cas, l'arête de rebroussement ne peut être tracée graphiquement que 
d'une manière approximative , puisque l'on ne peut construire des génératrices 
successives et infiniment voisines, mais seulement des génératrices situées à 
distance finie les unes des autres. 

Au lieu de se donner deux directrices, on peut ne s'en donner qu'une et 
remplacer la seconde directrice par une condition géométrique qui puisse être 
facilement exprimée en langue graphique ; ainsi, par exemple, le plan considéré 
comme enveloppée peut être assujetti à se mouvoir dans l'espace : l"" en roulant 
tangentiellement à une courbe, et S"" en faisant avec un plan fixe un angle con- 
stant , etc., etc. 

Des surfaces des canaux.- 

XIX. Après le plan , la surface la plus simple que l'on puisse prendre comme 
enveloppée , c'est la sphère. 
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Concevons une sphère S do rayon R, son centre o parcourant une courbe ^ 
Si ia sphère, pendant son mouvement^ reste constante, et si donc son rayon 
ne yfkvie pas de grandeur, la surface enveloppe sera ditesui/ace-caiia/. 
La s phère S en passant dans l'espace en les positions successives et infinîment 

cessives et infiniment voisines o , o\ o'\ o'", 

Lorsque deux sphères de même rayon ou de rayons inégaux se coupent , 
rintersection est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droitequi unit les 
centres de ces deux sphères. 

La propriété énoncée subsiste que les centres soient à distance finie l'un' de 
l'autre, ou à distance infiniment petite. 

Par conséquent , deux enveloppées successives S et S' se couperont suivant un 
cercle G dont le plan sera perpendiculaire à l'élément rectiligne oo' de la courbe 
directrice \. 

Ainsi, toutes les oarocr^î^iûjnie^ d'une surface^canal sont des cerclesdont les plans 
sont normaux à la courbe Ç parcourue par le centre de Y enveloppée sphérique. 

Et comme nous pouvons remplacer la courbe i par un polygone infinitésimal, 
et que nous pouvons, aucune hypothèse préalable ne s'y opposant, prendre le 
polygone infinitésimal à côtés égaux , nous voyons que toutes les caractéristiques 
de la surface-canal seront des cercles égaux, des cercles de même rayon. 

Mais nous savons que lorsqu'une sphère , de rayon constant R, se meut dans 
l'espace, son centre parcourant une ligne droite, la sur&ce enveloppe dans ce 
cas tout particulier est un cylindre de révolution ayant pour section droite un 
cercle du rayon R. 

La sphère S en passant en S' et son centre o arrivant en o\ sur la courbe (, après 

avoir parcouru l'élément rectiligne oo'j décrit donc un élément de cylindre de 
révolution B, et dès lors ce cylindre B se trouve tangent à la sphère S et à la surface- 
canal suivant un cercle G du rayon R. 

Ainsi , toutes les caraciérisques de la surface-canal sont des cercles égaux et 
ayant même rayon que la sphère enveloppée. 

Des sur/aces développables considérées cotnrne enveloppées 

d'une surface donnée. 

XX. Étant donnée une surface 2, traçons sur cette surface une courbe d, faisons 
mouvoir un plan O tangentiellement à la surface 2, le point de contact parcou- 
rant successivement la courbe d; Tenveloppe A du plan O sera une surface déve- 
loppable. 



— 383 — 

Les surfaces A et 2 seront tangentes Tune à l'autre, et auront en commun une 
zone élémentahre cottÈpr\9e entre la courbe i et une courbe ^ infiniment voisine 
de 9. 

Gela posé : 

^ S et if sont des courbes semblables et semblabletnent placées , la surface A sera une 

surface conique. 

Et en effet : 

L'on sait que toute surface conique jouit de la propriété d'être coupée par des 
plans parallèles suivant des courbes semblables et semblablement placées, et que 
réciproquement par deux courbes semblables et semblablement placées, onpeul 
toujours faire passer une surface conique (*). 

Or, cette propriété subsiste évidemment, que les courbes soient à distance finie 
ou à distance infiniment petite l'une de l'autre; donc, etc. 

Ce qui précède nous permet de démontrer d'une manière simple et rigoureuse 
la propriété dont jouissent les surfaces du second degré; savoir : que la courbe de 
eonlact d'un cône et d'une surface du second degré est toujours une courbe plane. 

Et en effet : 

On sait qu'une surface du second degré est toujours coupée par deux plans 
parallèles suivant des sections coniques semblables et semblablement placées ; 
donc etc. 

Dans les app}Î€fl||Qns de la géométrie descriptive et particulièrement dans les 



problèmes des omoi^j on est conduit à chercher sur une courbe i tracée sur une 
surface donnée 2, le point de contact m d'un plan 6 tangent à la surface 2 et 
passant par un point fixe de Tespace ou parallèle à une droite donnée de position 
dans l'espace. 

Pour déterminer ce point m on est conduit à remplacer la surface 2 par une 
surface simple A tangente à 2 tout le long de la courbe d. 

Cette surface simple A est ordinairement la surface développable engendrée 
par un plan roulant tangientiellement et sur la surface 2 et sur la courbe d. 

Quelle sera la nature de cette surface développable A , lorsque la surface 2 sera 
engendrée ou l"" par une courbe d se mouvant parallèlement à elle-même, ses 
paramètres ne changeant pas de valeur, ou 2"* par une courbe d se mouvant parai* 
lèlement à elle-même , ses paramètres variant de manière à ce que cette courbe S 
reste toujours semblable à elle-même , ou 3* par un cercle d de rayon , constant ou 
variable , et se mouvant dans l'espace suivant une loi donnée ? 



(*) Foir dans mon Cours de géométrie deecriptive lithographie pour les ëléres de l^Éoote centrale 
des arts et manufactures, le chapitre où j'expose la théorie de la iimililude directe et inverse. 
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XXI. Nous allons résoudre ces diverses questions. 

V La courbe i restant constante et se mouvant parallèlemeni à eU&'méme. 

La loi du mouvement de la courbe i sera donnée par une courbe l (fig. 128 ), 
qu'un point 6 de d devra parcourir. 

Or, la courbe i restant parallèle à elle*même, tous ses points p décriraient des 
droites parallèles à une droite D si la courbe Ç était une droite parallèle à cette 
droite D , et dans ce cas la surface 2 ne serait autre qu'un cylindre ^. 

Le point b parcourant sur la courbe l Télément rectUigne bb\ pendant que i 
passe en la position successive et infiniment voisine d" (cet élément rectiligne bb' 
représentant ici la droite D, en le supposant prolongé)^ la courbe d ne décrit 
qu'une zone élémeniaire du cylindre (p, laquelle zone sera commune et à la surface 
2 et au cylindre <p. 

Ainsi /dans ce cas, on doit remplacer la surface 2 par un cylindre ayant i 
pour directrice et ayant ses génératrices droites parallèles à la tangente 6 menée 
au point 6 à la courbe (. 

2.'' La courbe i se mouvant parallètement à eUe^même en restant semblable à elle- 
même. 

La courbe d étant supposée arrivée en Sf {fig. 120 ) , d et d' étant des courbes 
successives et infiniment voisines et semblables et semblablement placées, il 
s'ensuivra qu'en b et 6'( points qui appartenant respectivement aux courbes d et y 
sont successifs et infiniment voisins sur la courbe directrice i ) les courbes d et d' 
auront des tangentes parallèles. 

Si en un point p arbitrairement pris sur la courbe d , je mène la tangente t à 
cette courbe, il existera sur ^ un point p pour lequel la tangente i" à d" sera paral- 
lèle à t. 

La droite pp' prolongée sera la génératrice droite ou caractéristique de la sur- 
face développable A engendrée par le plan 6 roulant tangentiellement sur la 
surface I et la courbe d. 

Or, les deux courbes i et ^ sont supposées semblables et semblablement 
placées, cette surface A sera donc un cdne, et son sommet sera au point s en 
lequel le plan tangent mené à la surface 1 en un point quelconque p de d coupera 
la tangente menée en 6 à la directrice Ç. 

S"" Un cercle d constant ou variable de rayon se mouvant dans Cespace suivant une 
loi donnée. 

La loi du mouvement pourra être exprimée d'une manière très-générale , ainsi 
qu'il suit: 

Concevons {fig. 130) deux courbes ^ et ^ situées sur une surface réglée fr; 

Désignons par G, G', G" y les génératrices droites successives de^r; 
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G coupera la courbe ^ en o et la courbe |. en 6, 
G' coupera la courbe ^ en o' et la courbe 'E^ en b\ 
et ainsi de suite. 

oo' sera donc un élément rectiligne de la courbe l y et bb' sera aussi un élément 
rectiligne de la courbe 4. 

Concevons une seconde surface réglée ir. coupant la première surface tt suivant 
la courbe &. 

Désignons par H , H^ H"", les génératrices droites successives et infiniment 

voisines de tt. » H coupant G en un point o. H' coupant G^ en un point o\ et ainsi 
de suite. 

Nous pourrons toujours tracer sur la surface ir, une cou rbe ^ telle qu'elle coupe 
les génératrices H, H", ïV\ en des points d, d\ tels que l'on ait : 



od= ob , dd'^=^o'b\ 

Et comme Ton suppose les deux surfaces tt etTr, comme étani liées l'une à l'autre, 
ùo étant un élément rectiligne de la courbe \ , dd! sera un élément rectiligne de 
la courbe ^ tout comme bb' est un élément rectiligne de la courbe ^, ; caroeto' étant 
par hypothèse des points successifs et infiniment voisins, les droites G et G^ 
H et H', qui passent respe clivement par ces points et 0' seront des génératrices 
successives, les premières sur la surface tt, les secondes sur la surface n,. 

Cela posé : 

Du point comme centre et avec ob ^=od comme rayon, décrivons un cercle C. 

Du point 0' comme centre et avec db'^=xl^ comme rayon , décrivons un cercle C. 

Et ainsi de suite. 

Les cercles ainsi obtenus C, C, C, seront des génératrices successives. 

et infiniment voisines de la surface 2. 

Le mode de génération de la surface 2 est, comme on le voit, complètement 
défini et de la manière la plus générale. 

Remarquons que les plans de ces cercles C, C\ C'\ sont des plans succes- 
sifs et infiniment voisins; ils se couperont donc deux à deux suivant des droites 
qui seront aussi successives et infiniment voisines , et qui secouperont deux à 
deux en des points successifs de l'arête de rebroussement y de la surface déve- 

loppable L enveloppe de l'espace parcouru pç(r les plans des cercles C , C, C", 

ces plans devant être considérés comme des enveloppées successives et infiniment 
voisines. 

Remarquons qu'au lieu de nous donner la seconde surface tt. et de tracer la 
seconde courbe $, pour achever d'exprimer graphiquement la loi du mouvement du 
cercle mobile et générateur de la surface i , nous pouvions nous donner une 

49 
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courbe y et assujettir le cercle mobile C à se trouver successivemeol dans chacun 
des plans osculateurs Y de y ; le centre o du cercle <3 étant le point en lequel le 
plan Y coupe la courbe $, et son rayon étant égal à la distance existant enire les 
deux points o et 6 en lesquels le plan Y coupe les courbes £ et ^. 

Remarquons encore que lorsque Ton se sera donné la surface 1 par l'un de 
ces deux modes de génération , on pourra toujours passer à l'autre mode. 

Gela posé : 

La surface A engendrée par un plan tangent à la fois et à la surbce 2 et au 
cercle G sera dans tous' les cas une surface déyeloppable ^ dont il ité sera pas 
possible de construire les génératrices droites , par les méthodes de la géométrie 
descriptive (au moins avec ce que nous savons quant à présent ), parce que 
pour qu^une droite sôit déterminée, il faut deux points à distance finie et qu'en 
vertu du mode de génération de la surface A $ nous ne ne connaissons qu'un 
point de chaque génératrice droite , c'est le point de contact du plan 6 et de la 
surfine 2 qui est le même que celui de ce plan et de la courbe C. 

Mais si la surface A était conique on cylindrique, nous pourrions toujours la 
construire; parce que toutes les génératrices droites de A seraient parallèles i 
une droite dont la position serait construite dans le cas où A serait un cylindre^ 
ou passeraient toutes par un point fixe qui serait aussi construit facilement si A 
était un cône. 

Gberchons donc en quel cas, ou, en d'autres termes, cherchons quelles modi- 
fications il faut faire subir au mode général de génération de la surface 1 pour 
que la surface A soit un cône ou un cylindre; et d'abord supposons que la sur- 
face A soit un cône ou un cylindre de révolution. 

Si l'enveloppe A est un cylindre de révolution ou un cône de révolution tan- 
gent à la surface 2 suivant le cercle G , alors on pourra concevoir une sphère S 
tangente à la surface A et par suite & la surface 2 suivant le cercle C. 

Gette sphère S aura donc en commun avec la surface 2 , une zone élémentaire 
comprise entre deux cercles successifs. 

La surface 2 pourra donc être considérée comme l'enveloi^ de l'espace par- 
couru par une sphère S , invariable ou variable de rayon. 

Or, deux sphères S et S', envelappée$ successives, se coupent suivant une carac- 
téristique circulaire G dont le plan est perpendiculaire à l'élément rectilignede la 
courbe X parcourue par le centre de ï enveloppée sphérique et mobile. 

Premier cas. La sur/ace A étant un cylindre. 

Ge qui précède nous démontre que si le cercle C ne change pas de rayon , la 
sphère S ne variera pas de rayon , et que dès lors la courbe X ne sera autre que la 



w 
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courbe ^ ; et qu'il faudra dès lors, dans ce cas particulier, que les plans oscula- 
teurs de la courbe y arête de rebroussement de la surface développable L , soient 
normaux à la courbe ^ 

Ce qui précède nous manlre que la surface 2 n'est autre qu'une surface- 
canal. 

Dés lors , on peut dire qu'une surface-canal peut être engendrée de deux ma- 
nières difTérentes, ou i"" par une sphère mobile , de rayon constant , dont le centre 
parcourt une courbe Ç, ou 2'' par un-: cercle de rayon constant, dont le plan 
reste constamment normal à la courbe ( parcourue par le centre de ce cercle 
générateur. 

Si maintenant nous faisons mouvoir un plan G tangent à la surface 2, le point 
de contact parcourant le cercle C , on aura une surface développable à. 

Si le plan © se meut tangentiellement à la sphère S , le point de contact par- 
courant la caractéristique G , on aura la même surface développable A, puisque 
l'enveloppe 2 et l'enveloppée S sont tangentes Tune à l'autre suivant la caractéris- 
tique G. 

Et comme le cercle C est un grand cercle de la sphère S , la surface A sera un 
cylindre de révolution ayant ce cercle G pour section droite et pour axe la tan- 
gente 6 à la courbe Ç parcourue par le centre o du cercle G, cette tangente étant 
menée à la courbe l pour le point o. 

La zone élémentaire qui sera commune aux deux surfaces A et 2 ne sera pas la 
mèmejque celle qui est commune aux deux surfaces S et 1. 

A et S sont en contact par une zone élémentaire apparteoant à un cylindre de 
révolution , par conséquent cette zone est comprise entre deux cercles parallèles 
et infiniment voisins G et G,, tandis que 2 et S sont en contact par une zone 
élémentaire comprise entre deux cercles infiniment voisins G et G' dont les plans 
se coupent suivant une génératrice droite de la surface h. 

* 

Mais il n'y a rien là qui doive étonner, car en y réfléchissant on voit de suite 
que ces deux zones élémentaires ne sont en aucune manière liées l'une à l'autre 
géométriquement, car on ne passe pas et on ne peut passer de l'une à l'autre de ces 
zones élémentaires , en vertu d'une corrélation géométrique, puisque la zone 
( G, G^) existe en vertu de la loi du mouvement de la sphère S, qui détermine 
cette enveloppée S à décrire l'enveloppe 2; et que la zone ( G , G, ) existe en vertu 
de la loi de mouvement du plan 6 qui détermine cette enveloppée O à décrire 
l'enveloppe A; et que les deux lois de mouvement sont indépendantes l'une de 
l'autre. 
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Deuxièvb cas. La surface A étant tm cône* 

Venons maintenant au cas où les cercles C , G', C", suocessîfs et inGnimenf 

voisins ont des rayons différents, les plans de ces cercles étant normaux à la 
courbe l, lieu de leurs centres . 

Nous avons déjà dit que deux sphères de rayons différents se coupent suivant 
un petit cercle et que cela a lieu que les centres de ces q>bères soient à distance 
finie ou infiniment petite Pun de Taulre, et que, de plus, le plan du*cercle d'in- 
tersection est perpendiculaire à la ligne droite qui unit les centres des deux 
sphères. 
Cela posé : 

Si la surface A est un cône de révolution tangent à la surface 2 suivant un cercle 
C , on pourra toujours construire une sphère S , tangente au cône A suivant le 
cercle G et dont le centre sera sur Taxe A de ce cône 'A, cet axe A passant par le 
centre o du cercle G et étant perpendiculaire au plan de ce ceDcle< 

Et si le plan du cercle G est perpendiculaire à la courbe l , parcourue par son 
centre o, on voit de suite que Taxe A ne sera autre que la tangente 6 menée à la 
courbe l au point o. 

On voit aussi que dans ce cas la courbe X , lieu des centres des sphères S, est une 
courbe différente de Ç. 

La sphère S étant tangente au cône A suivant le cercle G et le cône A étant 
aussi supposé tangent à la surface 2 suivant le cercle G , les deux surfaces S et 2 
seront tangentes Tune à Tautre suivant le cercle G. 

Si l'on suppose maintenant que la sphère S se meut en variant de rayon suivant 
une loi telle qu'elle engendre (cette sphère S) comme surface enveloppe le cône A, 
le centre de cette sphère S décrira Taxe du cône A ou la droite 9. 

La droites doit donc être tangente à la courbe X parcourue par le centre de la 
sphère passant en diverses positions S, S^ S'', telles que deux positions suc- 
cessives se coupent suivant un cercledont le plan sera perpendiculaire à la courbe | : 
or, la sphère en se mouvant ainsi décrira l'enveloppe 2. 

On voit donc que lorsque la surface 2 est engendrée par un cercle G dont le 
rayon varie suivant une certaine loi , cette surface 2 aura un cône A pour surface 
enveloppe de son plan tangent, ce plan tangent roulant sur le cercle G , lorsque les 

plans des cercles successifs G, G", G'', seront normaux à la courbe l , lieu de 

leurs centres. 

Et que dans ce cas la surface £ pourra être considérée comme engendrée d*une 
seconde manière, savoir : par une sphère mobile, variable.de rayon et dont le 
centre parcourra une courbe X ayant successivement pour tangentes les tangmtes 
de la courbe l. 
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Lorsqu'en géométrie descriptive on voudra écrire la loi suivant laquelle varie 
le rayon du cercle générateur G , on se donnera une courbe fi qui devra être par- 
courue par un point de ce cercle G. 

Ainsi, pour écrire graphiquement la surface 2 dans les deux cas, on procédera 
de la manière suivante : 

Premier cas. Le cercle générateur ayant tm rayon constant. 

S*étant donné les projections de la courbe l , lieu des diverses positions que 
doit prendre dans l'espace le centre du cercle générateur, on construira là courbe 
y , arête de rebroussement de la surface enveloppe L des divers plans normaux 
de la courbe (, et on tracera dans chacun de ces plans normaux un cercle avec le 
même rayon R, 

Deuxième cas. Le cercle générateur ayant un rayon variable. 

S'étant donné les projections de la courbe Ç, lieu des diverses positions du 
centre du cercle générateur, on construira la courbe y, arête de rebroussement 
de la surfôtce L enveloppe des divers plans normaux N de la courbe (. 

On se donnera une courbe arbitraire /x, on déterminera le pmnt n en lequel 
cette courbe fiest coupée par chacun des plans normaux N, etdu point o en lequel 
chaque plan N coupe la courbe g, pris pour centre, on décrira dans chacun de ces 
plans N , et avec le rayon on , un cercle. 

Nous donnerons à la surface 2 dans le premier cas le nom de surface-^anal à 
sectim, normale constante , et dans le deuxième cas le nom de surface-canal à section 
normale variable. 

Parmi les surfaces des canaux , on doit remarquer celles pour lesquelles la courbe 
l est une droite. 

Dans le cas où la ligne ( est une droite , la surface-canal est évidemment une 
surface de révolution et comme la courbe fx. est une courbe quelconque , les 
sections normales sont variables. 

Ainsi, toutes les surfaces de révolution peuvent être considérées comme des 
surfaces des canaux à sections normales variables. 

Les parallèles d'une surfaces 2 considérée comme surface de révolution ne 
seront autres que les caractéristiques de cette surface 1 , lorsqu'on la considérera 
comme étant une surface-canal. 

La courbe méridienne plane ou la courbe génératrice à double courbure con- 
sidérée comme engendrant la surface 2 dans le- premier mode, celui où l'on con- 
sidère cette surface 2 comme étant de révolution , ne sera autre que la courbe ^i 
indiquée dans le deuxième mode, savoir : celui où l'on considère cette même 
surÊice 2 comme étant une surface-canal. 
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Si la courbe fA est au^i une droite > on aura la surface-canal la plus simple. 
Or, la droite |ui peut prendre trois positions par rapport à la droite (. 

V Les droites fx et g peuvent être parallèles. 

Dans ce cas la surface-canal 2 est un cylindre de révolution. 

2," Les droites fiei l peuvent se couper. 

Dans ce cas la surface-canal 2 est un cône de révolution. 

3^ Les droites fx et ( peuvent ne pas être situées dans le même plan. 

Dans ce cas la surface-canal 2 est un hyperboloide à une nappe et de révolution . 

Dans le premier cas le cylindre est une surface-canal à sections normales con- 
stantes. 

Dans les deux autres cas, le cône et Thyperboloide sont des surfaces des canaux 
à sections normales variables. 

XXII. Supposons maintenant que la surface A soit un cône ou un cylindre 
non de révolution. 

Toute sur&ce du deuxième degré, jouit delà propriété d'être touchée suivant 
une courbe plane, par..un cône qui lui est tangent quelle que soit la position dans 
Tespace du sommet de. ce cône enveloppe. 

Lorsque le cône devient un cylindre, la courbe de contact est une courbe 
diamétrale de la surface du second degré. 

L'ellipsoïde à trois axes inégaux^ le paraboloide elliptique, et les. deux byper- 
boloïdes à une nappe ou à deux nappes et ayant chacun trois axes inéf^ux^ sont 
les surfaces du second degré qui jouissent de la propriété de pouvoir être coupées 
par un plan suivant des sections circulaires, ainsi que le cône du second degré 
et le cylindre elliptique. 

On voit donc de suite que la surface 1 devant être engendrée par «m cercle. C, 
pour que la surface enveloppe A de son plan tangent @ (ce plan roulant sur le 
cercle C) soit un cône, il faudra que l'on puisse. construire une sar&oe du 
deuxième degré E tangente à la surface 2 tout le long du cercle C, ce cercle C 
étant une section circulaire de la surface E. ., . . 

Il faudra donc que la surface 2 puisse être l'enveloppe d'une surface- du^second 
degré E, se mouvant dans t'espace de telle manière que ses-positiops successives 

et infiniment voisines E,E' E"', se coupent deux à deux et successivement 

suivant des cercles G , C\ G'V^-'* ^t en généralisant ce qui précède, on peut dire 
que toutes les fois qu'une surface 2 engendréepar une section conique G, sera 
reconnue pouvoir être engendrée par une surface du second degré E , telle que 
les caractéristiques de la surface 2 soient planes , Ton pourra toujours avoir pour 
la surface A une surface conique. 



J 



— 391 — 

Ou , en d'autres ternies, il feudra pour que la surface A soit un cône que la 
section conique G génératrice de la suiface2, ne toit autre qu'une caradérisHifue , 
lorsqu'on considère la surface Z comme surface enveloppe d^tme stirfbee ente- 
/(Opp^^ £ du second degré; 

De l*oscutation des courbes et des surfaces, 

XXIII. Lorsque deux courbes ont un élément recliligne commun, nous dirons 
qu'elles ont entre elles un contact du premier ordre. 

Deux courbes qui ont en un point, un contact du premier ordre , ont en ce point 
même tangente et même plan normal. 

Lorsque deux courbes ont deux éléments rectilignes et successifs en commun, 
nous dirons qu'elles ont entre elles un contact du deuxième ordre. 

Deux courbes qui ont en un point un contact du deuxième ordre , ont en ce 
point même cercle osculateur , même ràyonde courbure , même pfàn osëulateur. 

Lorsque deux courbes ont 3 , 4 , 6 , 6 , h éîêiAéntâ rectilignes et succé^îfs com- 
muns, nous dirons qu'elles ont entre elles un contact du 3*, 4% 5%6%,..n**^ ordre. 

Nous nous servirons de l'expression â'osculatian toutes les fois quedeux courbes 
auront un contact d*un ordre supérieur au contact du premier ordre. 

Les courbes seront dites dans ce cas , osculatrices l'une à l'autre. 

Deux surfaces en contact par un point, auront en ce point un contact du pre- 
mier ordre, si en menant par ce point un plan sécant arbitraire, les deux courit>es 
intersections des surfaces par ce plan n*ont qu'un contact du premier ordre; et si 
cela a lieu pour tous les plans sécants: 

Les deux surfaces ont même plan tangent et même normale pour le point où 
elles ont un contact du premier ordre. ' 

Deux surfaces en contact par un point auront tout autour de ce point un contact 
du deuxième ordre, si en menant pair ce point un plàti sécant arbiti'aire les deux 
courbes intersections des surfaces par c6 plan ont un contact du deuxième ordre; 
et si cela a lieu pour tous les plans sécants. 

Il en sera de même pour les contacts du 3*, 4% «**^ ordre tout autour d'un 

point de tangence. 

Nous dirons que deux surfaces sont osculatrices l'une à l'autre en un point, 
lorsqu'elles auront en ce tK)înt Un cofatact d'un ordre supérieur au contact du 
premier ordre. ' 

Deux surfaces seront en contact tout le long d'une courbe, si menant par un 
point arbitraire delà courbe, un plan sécant aussi arbitraire, lés deux courbes de 
section ont un contact du ppemfer ordre'. ' 
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Deux surfaces en contact par une courbe , ont même surface développakle 
tangente tout le long de cette courbe de contact. 

Deuxsurfaces auront un contact du 2*, 3*i . . . n^ ordre tout le long d'une courbe , . 
lorsque menant par un point arbitraire de cette courbe un plan arbitraire, les 
deux courbes de section auront entre elles un contact du 2% 3*, n'^*" ordre. 

Nous dirons que deux surfaces sont osculatrices l'une à Tautre tout le long d'une 
courbe , lorsqu'en chacun des points de celte courbe, elles auront un contact d'un 
ordre supérieur au contact du premier ordre. 

Cela posé : 

Toutes les fois qu'en géométrie descriptive nous aurons à résoudre des problèmes 
de contact du premier ordre, nous n'aurons à considérer que des éléments recti^ 
lignes. 

Mais toutes les fois que nous aurons à résoudre des problèmes de contact du 
deuxième ordre, nous aurons à considérer des éléments curvilignes. 

Lorsque nous considérerons un élément rectiligne^ nous pourrons employer dans 
nos constructions , la droite prolongement de cet élément ou » en d'autres termes , 
la tangente à la courbe ou à la surface à laquelle l'élément rectiligne considéré 
appartient. 

Lorsque nous considérerons un élément curviligne , nous pourrons employer 
dans nos constructions , le cercle prolongement de cet élément ou , en d'autres 
termes, le cercle osculateur à la courbe à laquelle l'élément curviligne considéré 
appartient. 

Deux lignes courbes ou droites, une ligne et une ^i/oce se coupent en un point. 

Deux lignes courbes ou droites , une ligne et une surface peuvent être en contact 
par un point, mais ce point n'a pas la même nature géométrique que le point 
d'intersection. Le point de contact de deux lignes est un élément rectiligne. 

Deux surfaces peuvent être en contact par un point , mais ce point n'a pas la 
même nature géométrique que le point d'intersection , ni que le point de contact 
de deux lignes. Le point de contact de deux surfaces est une facette élémentaire 
de la surface. 

De là , la nécessité de considérer trois espèces de points : 

Le point d'intersection donné par une sécante qui sera dit : jnnni. 

Le point de contact d'une tangente qui sera dit : fmnt-Ugne. 

Le point de contact d'un plan tangent qui sera dit : point-plan. 

Toutes les fois que nous aurons en géométrie descriptive à considérer un point, 
nous pourrons employer deux lignes se coupant en ce point. 

Toutes les fois que l'on aura à considérer un point-^ligne, nous pourrons em- 
ployer deux lignes tangentes l'une à l'autre en ce pQ^nt. 
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Toutes les fois que Von aura à considérer un pomi-^lanj nous pourrons em- 
ployer deux surfaces tangentes l'une à l'autre en ce point. 

Et ainsi lorsque sur une courbe on aura à .considérer un pcini-ligne , pour la 
solution d'un problème, on pourra remplacer pour ce point particulier la courbe 
par sa tangente. 

Et ainsi lorsque sur une surface on aura à considére% un point-flan pour la 
solution d'un problème, on pourra remplacer pour ce point particulier la surface 
par son plan tangent. 

Par la même raison lorsqu'il faudra en un point d'une courbe considérer un 
élément curviligne de cette courbe, on pourra remplacer la courbe par son cercle 
osculateur en ce point. 

Par la même raison encore , lorsqu'il s'agira de considérer la courbe de contact 
de deux surfaces , on pourra remplacer ces deux surfaces par la surface dévelop- 
pable qui leur est tangente à l'nne et à l'autre et tout le long de cette courl)e de 
contact. 

Et l'on est ainsi conduit à concevoir que lorsqu'entre deux courbes ou deux 
surfaces, il s'agira de contact d'un ordre supérieur, du n^^ ordre par exemple , on 
devra remplacer ces courbes ou ces surfaces par les courbes ou les surfaces les 
plus simples que Ton puisse connaître et qui jouissent de la propriété de pouvoir 
avoir entre elles un contact du même ordre , c'est-à-dire du n*^* ordre. 

D'aprèsce qui précède cherchons , quelle est la surface la plus simple qui aura 
un contact du deuxième ordre avec une surface-canal tout le long d'une caracté- 
ristique de cette surface-canal. 

Premier cas. Surface à sections normales constantes. 

Le cercle C du rayon R se meut dans Tespace , son centre o parcourant une 
courbe g et son plan étant normal à la courbe ou directrice Ç. 

Considérons trois points suceesails et infiniment voisins Oj o\ o" de la 
courbe (. 

Nous aurons trois caractéristiques successives C , C, G'^ de la surface-canal 1. 

Par G et G^ passe la sphère S. 

Par G' et G'' passe la sphère S'. 

Et les deux sphères S et S' sont deux enveloppées successives de la surface enve- 
loppe 2. 

La sphère S est tangente à la surface 2 tout le long de la courbe G, c'est-à-dire 
que si l'on fait mouvoir le plan 0tangentîelleD[ient à la surface 2 le long deG,onaura 
un cylindre de révolution À qui sera tangent à la fois à la surface 2 et à la sphère S. 

La zqne élémentaire de .contact des «nrfreesA et S, A et 2, ne sera par comprise 

50 
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entre G et C\ tandis que la tone étémentaire de contact des surftiees £6tS est 
comprise entre G et G^ 

S touche £ tout le long de la courbe G et coupe S tout le long de \^ courbe G' ; 
c'est pour cela qu'il n'y a qu'un contact du premier Ordre entre S et 2 tout le 
long de la zone élémentaire ( G , G^. 

Le plan de la caraclétistique G sera perpendiculaire en o au premier élément 
rectiligne oo\ le plan de G' sera perpendiculaire en o' au second élément rectiligne 
o'o" et le plan C" sera perpendiculaire en c>' à un troisième élément rectiligne 

oV" de la courbe $• 

Gela posé : 

Goncevons le cercle d osculateur de la courbe (, le cercle d passera par les trois 

points o , o', o", et il aura pour éléments rectilignes successife oo' et oV, mais 

le troisième élément rectiligne o V de la courbe l n'appartiendra pas à ce cercle i. 

Pour le point curviligne ooo'^ de la courbe l^ nous pourrons remplacer cette 
courbe par son cercle osculateur i. 

Et la surface'-canal Q qui aura i pour directrice, et pour caractéristique le cercle 
G du rayon R, aura en commun avec la surface 2» les cercles G et G", mais sera 
non-seulement tangente à 1 tout le long de G , mais encore tout le long de G"; 
elle aura donc un contact du second ordre avec la surface 1 tout le long de la zone 
élémentaire (G, G'). 

Ainsi la surface laplus simple qui puisse avoir un contact du second ordre tout 
le long d'une caractéristique d'une surface-canal à sections normales constantes , 
est un tore qui est la plus simple sarlace-canal i sections normales constantes que 
l'on puisse imaginer. 

Deoxième cas. Smface-caMl à SêcHùnsnormaiei variables. 

Nous pourrons couper la surface 2 par le plan du cercle osculateur S^ et nous 
aurons une courbe fi,. 

Les trois caractéristiques successives G , G', G" dont les centres 0| o', o" ap|>ar- 
tiennent à la fois à la courbe ^ et à son cercle osculateur d, couperont la courbe 
/[A, en trois points p, p\ p\ qui seront des points successifs et infiniment voisins 
de cette courbe |ui, puisqueo, o\ o'\ sont des points successifs et inûniment voisins 
de la courbe Ç. 

Dès lors y les trois points p^ p% p" appartiendront an eerde K woubteur de b 
courbe^, 

La surface osculatrice du deuxième orifa*e tout le: long de la. carasték*islique C à 
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la surface caiMl 2t wt donc uni» aurface^canal à sections normales variables et du 
même genre , par conséquent , que la surface proposée 2* 

Cette surface simple aura le cercle d pour directrice et le cercle K exprimera 
graphiquaoaent la loi suiYdOl laqu^l<$ doivent varier les rayons des caractérisa 
tiq^imdr^ilaimi C. . 

ThéorénHi.général relatif auo^ comrbe$ et surfaces ayant une 

osculation entre elles. 

■ « 

XXIV. De ce qui précède on peut conclure rigoureusement^ 
Que si l'on transforme deux courbes ou deux surfaces ayant un coAtact du n^*"*" 
ordre en deux autres courbes ou deux autres surfaces, la transformation s'opérant 
par le même mode pour les deux courbes ou les deux surfaces, les courbes ou les 
surfaces transformées auront comme les courbes ou les surfaces primitives un 
contact du n^^ ordre. 



Remarques sur la théorie précédente^ des infiniment petits 

en géométrie descriptive. 

XXV. Les divers auteurs qui depuis Monge ont écrit des traités de géométrie 
descriptive, ont tous donné des démonstrations inexactes lorsqu'ils ont voulu 
recourir à l'emploi des infiniment petits. 

Cela tient à ce qu'ils ont cru pouvoir transporter dans la géométrie descriptive ou 
la langue graphique, les infiniment petits tels qu'on les conçoit en analyse ou 
dans la langue algébrique. 

Ainsi ik emploient toœ cette expression , en passant à la limite^ expression 
dont la valeur est parftilement définie en analyse , mais qui n'a aucun sens en 
géométrie descriptive. 

En tmsaMàtaiindie, disent-ils , deux points situés à distance finie se super*- 
posent et une sécante devient une tangente et un plan sécant devient un plan 
tangent, etc. Touftes choses géométriques qui n'ont point été démontrées et qui 
ne sont énoncées que par analogie avec ce qui se fait en ma^. 

liais lorsqu'on cma/yae , on dît que l'on, passe à la limite, on voU comment 
on arriw à la limite; il y a des théorèmes à ee sujet qui vous servent de guides 
et «qui servent à vous redresser $i «vous ne vons conformez pas à leurs pres- 
criptions. 

té vais parmi plusieurs inexactitudes en choisir trois , qui serviront à faire 
apprérier Terreur des géomètre&qui transportent par irréflexion dans la géométrie 
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descriptiye les idées que l'on peut écrire en analyse ou langue atgébrtque , au 
sujet des inGniment petits. 

i** Démonstration de la propriété dont jouit le plan tangent en ttn point tftme surface , 
savoir, de contenir les tangentes à toutes les courbes qui tracées sur la surface se croisent 
en ce point. 

On dit : étant donnée une surface 1 on peut la conceyoir engendrée par une 
courbe C se mouvant suivant une certaine loi. 

Concevons deux positions à distance finie, G et G,, de celte courbe génératrice. 

Prenons un point m sur G, et par ce point faisons passer deux courbes arbi- 
traires ^et i\ Les courbes l et ^' couperont respectivement la courbe G. aux points 
y et y. 

Les trois points m, y, y formeront un triangle. 

Lorsque la courbe G, se mouvra dans Fespace pour reprendre la position C, 
les points y et y se mouvront respectivement sur les courbes l et l' et enfin 
à la limite j les points y et y se superposeront sur le point m, et dés lors à la 
limite, les sécantes my et my' deviendront les tangentes respectives en m des 
courbes ^ et l\ Et comme enfin la courbe G, en venant prendre la position de la 
courbe G, les deux points y et y' se rapprochent l'un de l'autre pour se con- 
fondre avec le point m, lorsque les deux courbes G. et G se confondent » on peut 
dire qu'à la Umite la sécante yy devient la tangente en m à la courbe G. 

Et dès lors, les trois points m, y, y se confondant avec le point m, on peut dire : 
à la limite, les trois tangentes en m aux courbes G , ( et ^ sont dans un même plan. 

Mais n'est-il pas évident que Ton présuppose ce que Ton voulait démontrer? 

N'est-ii pas évident que si Ton considère trois courbes (, ^, l" tracées sur la 
surface 2 et se croisant au point m situé sur la poskion primitive de la généra- 
trice C , ces trois courbes coupant respectivement la position à distance finie C. 
de la génératrice G de la surface 2 en les points y , y', y", les sécanies my , my\ my" 
ne seront pas situées dans un même plan? Et dès lors, qui nous démontre qu'à 
la limite , ces trois sécantes devenant les tangentes au point m aux trois courbes 
l , ^, l", ces trois tangentes seront dans un même plan ? 

Par le mode de démonstration employé et adopté, on fait un cercle vicieux , 
car il est évident que Ton présuppose précisément ce que Ton veut démontrer. 

Et en effet, ne pouvons-nous pas supposer que pour le point m la surface 2 est 

constituée de telle manière que les tangentes aux diverses courbes l, ^y ^^ 

qui tracées sur cette surface 2 se croisent au point m, ne sont point situées dans 
un même plan ; et cependant en appliquant à ce cas le mode de démonstration 
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précédent , on arriverait à démontrer que toutes ces tangentes , sont dans un 

même plan. 

Mais , dira-t-on , dans le cas particulier que vous concevez le point m est un 
point singulier de la surface 2, il est à cette surface 2 ce qu'est le sommet par 
rapport à la surface conique; c'est un point pour lequel la surface a une infmité 
de plans tangents. 

Et qui nous dit que les points d'une surface ne sont pas tous dans le même cas ? 

Ce ne peut être le mode de démonstration précédent, car précisément il con- 
duit à considérer le point de contact d'un pian tangent et d'une surface , comme 
étant un jnmt mathématique (ou un point-^int comme je l'ai défini précédemment), 
ce qui est précisément la nature géométrique du point d'une surface lorsqu'il 
est tel que plusieurs plans tangents peuvent être menés par ce point à la 
surface. 

il nous semble que le mode de démonstration que nous avons donné de ce 
théorème important est à l'abri de toute objection , car il est fondé sur une loi 
de génération des surfaces, qui permet de reconnaître si le point m considéré sur 
la surface 1 est un point singulier ou non. 

Et en effet , le plan qui passe par la tangente en m à la courbe C , prenant 
diverses positions dans l'espace, coupera la surface 1 suivant des courbes C, , 

C,, G3, qui seront telles que leurs branches se croiseront au point m, ou 

qu'une seule branche passera par le point m , et on ne peut évidemment admettre 
que ces deux hypothèses, en supposant que par le point m ne passe qu'une nappe 
de la surface 2. 

Dans le premier cas, il y aura évidemment une surface conique formée par 
les tangentes en m aux diverses courbes C,, C,, C, et dont le sommet sera le 
point m. 

Dans le deuxième cas , cette surface conique ne sera autre qu'un plan auquel 
on donne le tiom de plan tangent. 

2"" Deux générairices successives et infiniment voisines dun hyperbolcide à une nappe 
et de révolution ne se coupent pas. 

Sur le cercle de gorge C d'un hyperboloide de révolution , prenons deux points 
m et m' à distance finie l'un de l'autre , et en chacun d'eux menons les tangentes 6 
en m et 6' en m' au cercle de gorge. 

La génératrice G passant par le point m et la génératrice G' passant par le 
point m' (ces deux génératrices appartenant au même système) se projette- 
ront sur le plan du cercle de gorge et respectivement suivant les droites 9 
et 9'. 
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Les plans passant par G et , G' et «^ aeront perpendicûlaiMs au plan da cercle 
dégorge C. 

Les deux tangentes 6 et 6' se couperont eo un point q et les deux plans (G, 6) 
et (G\ 9') s^ couperont suivant une droite Q se projetant sur le (dan du cercle C 
en le points/, puisque cette droite Q est perpendiculaire au plan du cerole C. 

La droite Q coupera la génératrice G en un point y et la génératrice G' en un 
point y\ 

Gela posé : 

Si Ton suppose que le point fn' se rapproche du point m , quelque près que 
l'on suppose le point m' du point m , les deux points y et y* seront toujours , Tun 
au-dessus et l'autre au-dessous du pian du cercle de gorge G , et les projections 9 
et 9^ des droites G et G' ne se confondront point, quelque rapprochés que l'on 
suppose les points m et m"; et quelque rapprochés que l'on suppose les points m 
et m\ le point q sera toujours hors du cercle C ; dès tors , les deux droites G et 
G' ne se rencontreront point, quelque rapprochés que soient les points m et m% 
donc deux génératrices successives ne se coupent pas. . 

Par ce mode de démonstration , on considère deux génériatrices que Ton dit 
être successives et qui ne le sont point. 

Et en effet, si nous concevons que la droite G , en se mouvant dans Fespace pour 

décrire l'hyperboloïde , passe en les positions successives G, 6', G", G'", on 

prend pour génératrices succ;es$ives G et G", et non G et G'. 

Or, dans les surfaces réglées ( soit gauches , soit développables) , h première 
et la troisième génératrices successives ne se coupent pas; tandis que la première 
et la deuxième génératrices successives se coupevit pour la surfeoe développable 
et ne se coupent pas pour la surface gauche. 

Ainsi, par le mode de démonstration employé, on ne démontre rien. 

La démonstration rigoui'euse est, à ce que je croils, la suivante : 

Concevons sur le cercle de gorge G les points succe^sifis et infiniment voisins 

m, m\ rn\ m"\ par chacun de ces points passera une génératrice droite de 

la surface fayperboloide. 

On aura donc les génératrices successives et infinimtent voisines G, G', G", G'", . . : 

Lès éléments rectilignes mm y rtirn^ m^m" ^ du cercle C étant prolongés 

seront respelivement les projections, sur le plan de ce cercle de gorgâ C, des 
droites G, G\ G", 



I >» ■. 



Les plans (G, mm) et (G', mW) se couperont suivant une droite Q, laquelle 
coupera G en un point y et G' en un point qui ne sera autre que m\ 

El le point y ne se superposera avec le point m' qu'autant que Tangle a que 
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G ou G' fait avec le plan du cercle G sera nul. Lorsque Tangle a sera droit les 
droites Q et G' se confondront ; dès lors G et G' seront parallèles , et dès lors la 
droite Q et aussi la droite G' couperont toutes les deux la droite G à Tinfini. 

Ainsi, tant que Tangle a n'est pas nul ou droit, les deux génératrices succes- 
sives et infiniment voisines G et G' ne se coupent pas et la surface est gauche. 

Lorsque l'angle a est nul , la surface n'est autre que le plan du cercle G , 
c'est-Â-dire une surfece développable. 

Lorsque l'angle a est droit, la surface est un cylindre , et ainsi elle est encore 
une surface développable. 

3"* Construire le point culminant de la courbe-intersection d'un plan et d'une surface 
définie par des sections horizontales. 

Étant donnée une surface ou un terrain 2 par les projections sur le plan hori- 
zontal d'une suite de sections horizontales équidistantes et un plan P par son 
échelle de pente , ayant déterminé les points de la courbe G , section de la surface 
parle plan P, il arrive que la courbe de section G se prolonge entre deux courbes 
horizontales d et d' de la surface 2; on demande de déterminer le point o de la 
courbe G compris entre les courbes de mveau d et ^ et pour lequel la tangente 9 
est horizontale et se projette suivant une droite perpendiculaire à la projection E 
de la ligne de plus grande pente du plan P. 

Le problème ainsi énoncé , on dit : 

Si les deux courbes d et d^ étaient infiniment voisines , on pourrait toujours 
leur mener une droite qui , perpendiculaire à Tune des courbes 9 et parallèle à E, 
serait senriblement perpendiculaire à Tautre courbe y. 

Nous cherchons donc à mener à d et d^ quoique ces couri>es ftoient situées à 
distance finie Tune de l'autre, mais en les supposant, toutefois, assez rappro- 
chées , une droite N normale en même temps à l'une et à l'autre de ces courbes 
d et d' ec, parallèle à E. 

N coupera i au point m et d" au point m. 

Les tangentes t et tf menées respectivement aux points m et m' pour les courbes 
det y, seront parallèles entre elles et perpendiculaires à E. 

Nous pourrons donc charcher l'intersection du plan P et du plan ((, t"), ses 
deux plans se couperont suivant une droite 6 qui sera la tangente demandée, 
laquelle coupera la droite G qui unit les points m et rn en un point o qui sera le 
point culminant de la courbe G. 

Examinons cette démonstration : 

l"* Étant données sur un plan deux courbes d et d^ et une droite £, quelque 
rapprochées qu'on suppose les courbes, on ne pourra pas leur mener une normale 



'H 



\ 



— 400 — 

commune parallèle à la droite E quelle que soit la direction de cette droite E. 

Et en effet : 

Concevons deux cercles D et D'; on ne pourra leur mener une normale com- 
mune qu'autant qu'elle passera par les centres o et o\ et cela aura lieu que les 
centres soient à distance finie ou infiniment petite. 

On dit bien sensiblement perpendiculaire à Tune et à Tautre des courbes^ mais 
en géométrie on ne peut admettre des approximations de ce genre ; toute approxi- 
mation doit être soumise à une loi géométrique et ne doit violer aucune loi géo- 
métrique. 

Ainsi , comme exemple y on peut construire une suite de tangentes à une courbe 
de Tespace et projeter ces tangentes sur un plan y et dire les tangentes de l'espace 
sont à distance finie les unes des autres et ne se coupent point deux à deux , ce 
qui aurait lieu si elles étaient successives et infiniment voisines, on ne peut donc 
rigoureusement construire un polygone fini et enveloppe de la courbe de l'espace ; 
mais comme les projections des tangentes se coupent deux à deux et donnent 
un polygone fini, enveloppe de la projection de la courbe, en construisant 
une courbe tangente à ce polygone , on aura approximativement la projection 
de là courbe de l'espace. 

L'erreur commise dans la démonstration vient de ce que , en considérant deux 
courbes de niveau , on aurait dû considérer une trajectoire coupant ces courbes 
et les coupant à angle droit. 

Lorsque les deux courbes de niveau sont infiniment voisines, c'est l'élément 
curviligne de la trajectoire^ ou, en d'autres termes, c'est le cercle oscillateur de 
cette trajectoire que coupent rectangulairement ces deux courbes de niveau 
successives et non Vêlement rectiligne de cette trajectoire. 

S"" En examinant de plus près la démonstration on voit que l'on à voulu rem- 
placer la zone de surface 1 ou du terrain qui est comprise entre les deux courbes de 
niveau j et d" par une surface géométrigue gauche. 

Mais trois conditions suffisent pour déterminer le mouvement d'une droite. On 
ne peut donc dire : remplaçons la zone du terrain par une zone de surface réglée 
telle qu'elle soit engendrée par une droite s'appuyant sur les courbes d et S' et 
restant pendant son mouvement normale à 3 et normale aussi à J' ; car on se don- 
nerait quatre conditions. 

La solution du problème doit être donnée ainsi qu'il suit : 

Faisons rouler sur les courbes d et ^ un plan Q, ce plan engendrera une surface 

développable i|/ ; c'est la zone de la surface ^j; comprise entre les courbes de 

pivcau d et d" que Ton substituera à la zone de la surface 2. 
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On mènera dès lors deux droites i et i tangentes aux courbes j et d" et parallè^ 
lement à l'échelle de pente E et tangentes à d et d" aux points m et m'. 

Le plan Q passant par i et t' coupera le pian P suivant la droite 9 horizon taie 
et dont la projection sera perpendiculaire à E, et cette droite coupera la droite 
mm au point culminant o de la section C. 

Revenons sur la différence qui doit nécessairement exister entre les manières de 
concevoir les infiniment petits en géométrie descriptive et enono^^^, et de les 
exprimer dans le langage géométrique et dans la langue algébrique. 

Lorsque Ton se sert de Vmaly$e de Descartes, on dit que la tangente est la limite 
des sécantes et Ton arrive à la tangente en un point m d'une courbe G , par la 
marche suivante; on prend l'équation y — i^' ;=3 m (a: — x') d'une droite B passant 
par le point m dont les coordonnées sont x et y\ on cherche les coordonnées 
des points de rencontre de cette droite B avec la courbe G dont l'équation 
qui est yz=zf{x) se trouve satisfaite parles coordonnées a;' et y'\ ensuite on éli- 
mine X entre les deux équations de B et de G et l'on a une ^uation <p {y):=^Q. 

Les racines de cette équation (p(y)=0 sont les valeurs des coordonnées y des 
divers points en lesquels la droite B coupe la courbe G. 

L'une de ces racines est évidemment y. 

Pour que la droite B devienne une tangente au point m ,- il faut que l'on ait 
plusieurs racines égales entre elles et à y'. 

Alors on dit que les points de sécance pour lesquels les ordonnées sont égales 
à y' y se sont superposés sur le point m. 

G'est dans ce sens que l'on dit passer à la limite; ainsi lorsque l'on passe à 
ia limite en employant Vanalyse de Descartes^ on suppose rigoureusement que les 
points se superposent, mais il n'y a aucune considération d'infiniment petits. 

Plus tard on introduisit l'idée des infiniment petits dans Y algèbre et Ton obtint 
C analyse infinitésimale en écrivant les infiniment petits en langue algébrique et en 
se conformant à l'esprit de l'algorithme algébrique. 

Alors on fut conduit à considérer la tangente 9 comme une droite qui passant 
par un point m d'une courbe G, était telle que si Ton considérait un point m' 
situé sur la courbe G et voisin du point m, l'ordonnée de la courbe G pour ce 
point m' coupant la droite 9 en un point n, le point m' pouvait toujours être 
rapproché du point m (tout en restant sur la courbe G) de manière à ce que la 
différence m'n fût plus petite que toute quantité donnée, et l'on peut dire alors 
que la tangente 9 en m à la courbe G n'est que le prolongement de V élément recii- 
ligne de cette courbe G au point m. 

Pourquoi ne pas employer les éléments reciilignes auxquels nous sommes con- 
duits par une analyse rendue supérieure par l'introduction des infiniment petits 
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et employer toujours la superporiHM de$ pomu, à laquelle ou a été conduit par une 
amli)8e restreinte î En fésumé : dans la langue algébrique de Descanes on dit : 
l'équation 9 (y) =:0 a deê radnes égal», et Ton exprime en langage géométrique ce 
résultat en disant : plurieurs points se superpoteni. 

Dans la langue algébrique supérieure, on dit : la différence entre deux entonnées 
peut devenir plus petite que toute qu&niité donnée j et le résultat obtenu s'exprime en 
langage géométrique, en disant : i7 ejnste un élément rectUifne commun. 

Il me semble que la manière dont j'ai défini les points successifs et ininiment 
voisins et les courbes successives et infiniment voisines, est conforme i l'esprit de 
la géométrie et exprime noltement la loi de continuité qui existe dans les courbes 
et les surfaces et que les infiniment petits se trouvent introduits dans la géoméirie 
descriptive, avec autant de rigueur qu'ils l'ont été dans Vanalffse. 

Mais on doit remarquer que l'introduction des infiniment petits dans la géométrie 
descriptive, tout en perfectionnant cette science,, ne pourra jamais lui donner la 
puissance qui appartiâift*à Vamlyse infimtésimde. 

Vanalyse sera toujours Tinstrument le plus puissant pour la recherche des 
vérités mathématiques ; toutefois on ne doit pas dédaigner la géométrie deêcrifHve 
qui rend de grands services aux ingénieurs , el qui est appelée à leur rendre de 
nouveaux services et très-imporUnts , pour peu qu'ils Fétudient avec soin et qu'ils 
s'intéressent à ses progrès. 

N'oublions pas que Mongi: a dit : La géométrie descriptive est la langue écrite de 

l'ingénieur. 

§ u. 

JDes divers pamis singuliers qu'une courbe plane peut présemter dans sm eoun {*). 

C'est en vertu de la théorie des infiniment petits , telle que nous Tavons appli^ 
quée à la géométrie descriptive , que, sans avoir besoin de recourir à Vanalyse, nous 
allons parvenir à reconnaître qu'une courbe plane C peut présenter dans son 
cours des inflexions particulières , et que nous allons démontrer, rigoureusement , 
que pour ces points (auxquels on donne* le nom depocfil^ singutiers) la courbe C a 
nécessairement un rayon de courbure nul ou infini. 

Et nous parviendrons même à reconnaître, et d'une msmière certaine, non-seu- 



n Cette section du chapitre TU a été communiquée à la Société philomatique dans sa séance du 
8 fémer 1S4D. 



— 408 — 

lement si b développée d de la courbe G , mais encore ei la développée d,. de la 
développée d a , en son point correspondant au point singulier de la courbe G, un 
rayon de courbe fini, nul ou infini. 

Nous avons précédemment établi , ce qui suit: 

i"" Lorsque deux courbes G et G' à simple ou à double courbure ont deux points 

successifs m et m communs, ou , en d'autres termes , un élément rectilignè mm 
commun, elles sont tangentes l'une à Tautre; ces deux courbes G et G' ont 

même tangente 9 , cette tangente n'étant autre que l'élément rectilignè mm' 
prolongé. 

Et on dit que les deux courbes ont dans ce cas un contact du premier ordre. 

2'' Lorsque deux courbes G et G", à simple ou à double courbure, ont trois points 
successifs, m , m\ m" communs, ou, en d'autres termes deux éléments rectilignes 

successifs mm\ mm" communs, ces deux courbes ont un contact du deuxième 
ordre, Ou ont un élément curviligne commxxtk ^ on en d'autres termes ont même 
cercle o^ulaieur ou même rayon de courbure. 

3" Lorsque deux courbes G et G' à simple ou à double courbure , ont quatre 
points successifs m, m", m", m"' en commun , ou, en d'autres termes, trois 

éléments rectilignes suocessifs eonnunB Mm", mW, m"m"\ on dit que ces deux 
courbes ont un contact du troisième ordre. 

Lesdeuxcourbesontdansce cas deux cercles osculateurs successifs communs 
et deux plans osculateurs successifs communs. 

Il peut arriver que les quatre points successifs m , m\ m", m"\ déterminent 
un seul cercle , alors dans ce cas ks deux cercles osculateurs successifs se super- 
posent et les deux plans osculateurs se superposent. 

Lorsque l'on a une courbe G (plane) telle que pour un de ses points m, son 
cercle osculateûr a un contact du troisième ordre avec elle , on dit que le point 
m est un sommet de la courbe G. 

4* L<M*sque deux courbes G €ft G^, à simple ou à double courbure , auront 
(n+1) points successifs communs^ ou^ en d'autres termes, n éléments rectilignes 
successifs communs ^ on dit que ces deux courbes ont un contact du ri^^ 
ordre. 

Gela posé, venons aux jHÀni» singuliers qu'une oourbe plane peut présenter 
dans son cours. 

Les fùisas tmguUers qu'une courbe plane peut présenter dans son cours sont 
au nombre de quinze. 
L'existence de onze de ces points se démontre en conâdénint la courbe plane 
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comme la projeclion d'une courbe à double courbure ; l'existence des quatre 
derniers se démontre au moyen de la développée de la courbe plane. 

Les quinze points singuliers se divisent en cinq séries : 

i" SÉRIE. 

l"" Les points en lesquels plusieurs brandies viennent se croiser: 
Pmnis multiples de première et de deuxième espèce. 

2* SÉRIE. 

2" Les points pour lesquels le rayon de courbure est nul : 
Points de rebroussement de première et de deuxième espèce. 
Point aiguj point d'inflexion simple et point d'arrêt. 

3* SÉRIB« 

3* Les points pour lesquels le rayon de courbure est infini : 
Point méplat et point d'inflexion double. 
Points de rebroussement de première et de deuxième espèce pour lesquels le 

rayon de courbure est infini. 
Point d'arrêt pour lequel le rayon de courbure est infini. 

i' SÉRIE. 

4* Le point de rebroussement de seconde espèce pour lequel le rayon de cour- 
bure est fini. 

5' SÉRIE. ^ 

5' Point isolé. — Point asymptote. 

DES POINTS MULTIPLES. 

I. Dupoini multiple de première espèce. 

l"" Une courbe à double courbure C peut toujours être considérée comme étant 
située sur deux cylindres,et l'on peut prendre ceux qui projettent horizontalement 
et verticalement cette courbe C. 

On peut donc considérer une courbe C située dans Tespace comme étant T in- 
tersection des deux cylindres projetants et ayant dès lors pour section droite , le 
premier la courbe G^ et le second la courbe C^; C^et C étant les projections 
horizontale et verticale de la courbe G. 

2* Une courbe G située dans l'espace peut toujours être considérée comme 
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étant l'intersection de deux cônes qui auraient l'un et l'autre pour directrice 
commune cette courbe G» les sommets de ces cônes étant , d'ailleurs, arbitraire* 
ment placés dans l'espace. 

3** Deux cônes peuvent se couper suivant descourbesayantdes branches-infinies, 
ces branches ayant chacune ou non une asymptote. (On sait, en géométrie 
descriptive, reconnaître si la courbe intersection de deux cônes, aou non des bran- 
ches infinies, et si chaque branche infinie a ou non une asymptote). 

Cela posé : 

L'on sait, par la construction même de V épure y que deux cylindres 2 et 2, qui 
ont un plan tangent@ commun , se coupent suivant une courbe à double courbure 
S formée de deux branches au moins et se croisant au point m en lequel se cou- 
pent les génératrices G et G, de contact du plan @ et des surfaces 2 et 2.. 

Ainsi l'on sait qu'une courbe à double courbure peut présenter un point multi- 
ple , c'est-à-dire un point en lequel plusieurs branches de la courbe viennent se 
croiser. 

Pour ce point chaque branche aura une tangente distincte , puisque pour «e 
point les éléments rectil ignés des branches de la courbe ne se confondent poiht, 
mais s'entrecoupent. 

Si l'on projette la courbe G sur le plan , on aura une courbe plane C, formée 
d'autant de branches que la courbe G et dont les branches se croiseront au point m. 

Ainsi une courbe plane peut présenter un point muUiple. 

On donne au point multiple qui est tel que les branches qui passent par ce point, 
s'y croisent, et que dès lors on a pour ce point autant de tangentes que de bran- 
ches de courbe, on donne, dis-je, à ce point, le nomdepotnl multiple de première 
espèce {fig. 131). 

II. Du point multiple de deuxième espèce. 

Traçons sur un cône 2, ayant pour courbe directrice une courbe fermée , une 
spirale G ; cette courbe G coupera chacune des génératrices droites du cône en une 
infinité de points. 

Désignons par n , n , n'^ n'\ les points en lesquels une génératrice droite G 

du cône 2 est coupée par la spirale G. 

Gonstruisons le plan tangent au cône 2 le long delà génératrice 6. 

Menons un plan N perpendiculaire à G et coupant cette droite en un point p. 

Projetons la spirale G sur le plan N, suivant une courbe G". 

Gela posé : 

Tous les points n, n', fl\.... se projetteront sur le plan N en un seul et même 
point qui ne sera autre que le point p. 
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b^t la couibe C" sera évidemment formée d'une infinité de spires passant 

toutes par le point p, et les diverses tangentes en n, n\ ri\ k la courbe G 

se projetteront en une seule et même droite t qui sera la tangente commune en p 
à toutesies spires de la courbe plane €". 

Une courbe plane peut donc offrir un point mtddple tel que toutes les branches 
dont cette courbe se compose aient en ce point même tangente. 

On donne à ce point le nom de poha multiple de detudème espèce {fig. 132). 

On peut parvenir à une courbe plane offrant un point multiple , par une autre 
considération : 

i* ConccTons deux cylindres ayant chacun pour section droite une courbe fer- 
mée y et se coupant suivant une courbe G (Varrachement On pourra faire rouler sur 
cette courbe G un plan tangent P à cette courbe et ayant avec elle deux points de 
contact pel q situés à distance finie Tun de Tautre. 

La droite G qui unira les points p elq sera une des génératrices droites de la 
surface développable engendrée par le plan P. 

^i 4'on projette la courbe G sur un plan N perpendiculaire à G , on aura une 
courbe G', et les deux points p et 9 se projetteront en un seul et même point r sur 
la courbe G", et les tangentes en p et 9 à la courbe G se projetteront en une seule 
et même droite tangente à G" au point r. On obtiendra ainsi une courbe plane 
ayant un point multiple de deuxième espèce. 

V Au lieu de faire rouler un plan P sur la courbe G , on peut prendre deux 
points arbitraires m et n sur la courbe G, et tels que la tangente en n et la tan- 
gente en m ne soient pas situées dans un même plan. 

Projetant la courbe G sur un plan N perpendiculaire à la droite D qui unit les 
points m et n, on aura une courbe plane G" ; les deux points m et n se projetteront 
en un seul et même point r, et les tangentes en m et n se projetteront suivant deux 
droites 9 et B' qui se croiseront au point r et seront respectivement tangentes 
aux deux branches de la courbe G" qui se croisent au point r. On obtiendra ainsi 
une courbe plane ayant un point multiple de premère espèce. 

Lorsque Ton construit V épure de ces projections , on donne ordinairement à 
ces points le nom de nœuds de deuxième ou de première. espèce. 

Des points pour lesquels le rayon de courbure peut être nul ou infini. 

Étant donnée une courbe G à double courbure , construisons pour un de ses 
points m le ptan osculateur O , et traçons ilans ce plan le cercle OBCokteur r en 
*m à la courbe G. 
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Désignons par p le rayon do oerele r et par 9 la tangente en m à la courbe C. 
Cela posé : 

Menons par p un plan M perpendiculaire à la tangenle 9 et par 9 un plan T per- 
pendiculaire au rayon de courbure p. 

Projetons orthogonalement la courbe C sur les trois plans » N et T, et dési- 
gnons ces projections par C% G' et C 

Examinons maintenant ce que doivent être les rayons de courbure des trois 
court)e8 planes C% G", G* au point m. 

Il est évident que pour le point m le rayon de courbure de la courbe & n'est 
autre que p » puisque le cercle r et cette courbe G" ont en commun avec la 
courbe G trois points successifs m , m\ m. 

Mais pour les courbes planes G' et C7 le rayon de courbure au point m n'aura 
pas une valeur Jirti^, il sera toujours mfnx pour la courbe G*, et pour la courbe 
G" il pourra être mA , fini ou infinû 

Et en effet : 

Goncevons dans Tespace un cercle r du rayon p, et tel que son plan oblique , 
par rapport à un plan P, fasse avec ce plan P un angle a. 

Le cercle r se projettera sur le plan P suivant une ellipse E, dont le demi- 
grand axe sera égal à p et dont le demi-petit axe sera égal à : p cos «. 

L'expression analytique du rayon de courbure i pour le sommet de l'ellipse E 
qui est à l'extrémité de son grand axe sera (^) : 

Et l'expression analytique du rayon de courbure ^ pour le sommet de l'ellipse E 
qui est à Textrémité du petit axe sera : 



OO&OL 



Si l'angle » est nul , on aura : eos^sl ; et dés fors on aura 



C) f^ojfêz mcoi m^Boire de gëomâm âsieriptiTd qui a pour titre : Sur la eomêfinêetion du rayon de 
courbure en un point d'une eecÈion conique , dans le Journal de mtUkématifuei furee et appliguéeê r 
publié par M. Lioayille; ayril 1839. Foyez auaii le Balletin de la Société phHomaiigue de Paris , 
séance du 5 mai 1838. 
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'^ Si Tangle a est droit, on aura : cos a=:0 ; et dés lors on aura : 

fzzzi et o*=0 


Par congéquent, si l'on considère, en même temps, un point m sur le cercle r 
et le diamètre 2p de ce cercle r passant par le point m et la tangente 6 au point m 
# de ce cercle r, on voit : 

l"" Que le cercle r se projettera sur le plan N ( passant par p et perpendiculaire 
} à 0) sur le rayon de courbure p prolongé ; 

2"" Que le cercle r se projettera sur le plan T ( passant par 8 et perpendiculaire 
à p ) sur la tangente prolongée. 

Et en vertu de ce qui précède, le rayon de courbure d' au point m de la pro- 
' jection du cercle r sera infini pour cette projection. 

Et le rayon de courbure i au point m de la projection 2p du cercle F sera nul 
pour cette projection, si le rayon de courbure p est la normale en m , à la projec- 
I tion C". 

Plus loin nous démontrerons que si la courbe à double courbure G est projetée 
sur le plan normal N suivant une courbe G' ayant le rayon de courbure p pour 
tangente et non pour normale, alors au point m la courbe G' peut avoir un rayOD 
de courbure nul ou fini ou infini. 

Ainsi, nous verrons plus loin que le rayon de courbure peut être itti/au point m 
de la courbe G", mais il est démontré qu'il est infini au point m de la courbe C. 

Il existe donc des courbes planes qui peuvent présenter dan leurs cours , des 
points singuliers tels que pour les uns le rayon de courbure est nul et que pour 
les autres le rayon de courbure est infini. 

Il nous reste à examiner, quelle relation de position il doit exister avant et 
après le point singulier , entre la courbe et sa tangente en ce point , ou entre la 
courbe et sa normale en ce même point. 

m. Du point d'inflexion double. 

Imaginons un cylindre ayant pour section droite une courbe telle qu'en chacun 

de ses points le rayon de courbure a une longueur Jinte; en d'autres termes telle 

qu'en aucun de ses points le rayon de courbure ne soit nul on infini. 

I Traçons sur ce cylindre une hélice G et en un point m de cette courbe G con- 

i struisons le plan osculateur O , le plan normal N et le plan T perpendiculaire à la 

fois aux deux plans et N , et passant par la tangente en m à la courbe G. 

En construisant la projection de la courbe G sur le plan T, on reconnaît que la 
courbe G* est divisée au point m en deux arcs , tel que l'un est à droite au-des- 
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sous de la tangente 9 et que l'autre est à gauche au-dessus de la tangente 6 , ou 

vise versa suivant le sens du rampant de rhélice G. 

Et en vertu de ce qui a été dit, ci-dessus, la courbe plane G* a au point m un 

rayon de courbure infini. 

On donne au point m , dans ce cas, le nom de point d'inflexion double. - 
Ainsi, une courbe plane peut présenter dans son cours un point d'inflexion 

double (fig. 133). 

IV. Du point méplat. 

On sait qu'une surface de révolution a pour lignes de courbure ses parallèles et 
ses méridiens. 

On sait que si par la normale en un point m d'une surface de révolution, on 
mène deux plans rectangulaires entre eux, l'un étant le plan méridien, les 
rayons de courbure maximum et minimum de la surface en ce point m sont le 
rayon de courbure de la courbe méridienne pour le point m et la partie de la 
normale, à la surface de révolution , comprise entre l'axe de rotation et le point m. 

Et ces rayons de courbure sont ceux des sections principales données dans la 
surface par ces deux plans normaux et rectangulaires entre eux. 

On peut toujours prendre une courbe méridienne telle qu'en un de ses points 
m , la normale soit parallèle à l'axe de révolution'; le plan normal qui passera par 
cette normale et sera perpendiculaire au plan de cette courbe méridienne, cou- 
pera dès lors la surface de révolution suivant une courbe G qui aura pour le point 
m un rayon de courbure infini 'y et il est évident que cette courbe G sera située, 
avant et après le point m, au-dessus ou au-dessous de sa tangente 6 en ce point 
m, en un mot du même côté de cette tangente 6. On donne, dans ce cas, au 
point m , le nom de point méplat. 

Ainsi , d'après ce qui précède, une courbe plane peut présenter dans son cours 
un point méplat (fig. 134 ). 

V. Point de rebroussement de première espèce. 

V Traçons dans le plan O une courbe G** ayant pour tangente au point m la 
droite et un rayon de courbure égal à p pour ce point m. 

Traçons dans le plan T une courbe G* ayant 6 pour tangente au point m et ayant 
en ce point m un point d'inflexion double. 

Supposons que la courbe G"* n'offre aucun poiht singulier et qu'elle est avant 
et après le point m située d'un même côté par rapport à sa tangente (fig- 135 , 
136 et 137 ). 

Rappelons-nous que les trois plans O , N et T se coupent deux à deux, O et N 
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suivanUle cayon de coai-bure p, Oet Tsuivantla tangente 6, et N et T- suivant une 

droite Z. 

Prenonsila droite S pour axe des x, le rayon ppour axe ées yet la droite Z pour 

axe des z. 

Les courbes €* et G^auront pour axe des aria droite y et alors il pourra arriver 
deux cas, car lesz de la courbe C^ peuvent être supposés, crdttre plus vite ou 
moins vile que les y de la courbe G**. 

Goncevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
G"" et G*, ces deux cylindres se couperont suivant une courbe è doùbte courbure 
G qui pour Je. point m aura un rayon de coucbure /ist, en d'^autres* termes le rayon 
de courbure de la courbe G ne sera ni nul ni infini pour le point m , puisque le 
plan O sera oaculataur en m â la courbe G et que le rayon de cette courbe G sera 
égal à p9 puisque celte courbe Ga deux éléments rectilignessuceessife^en commun 
avec la courbe G"" ; en projetant cette courbe G sur le. plan N , nous mronsune 
courbe plane G'. 

Maintenant si les z de la oourJie G* eroisseot plus' vite que les y de la courbe C, 
les zde la.courbeG"croltrontplus vite que les y de cette courbe G"; dès lors la 
courbe G" tournera sa oomtexité versla droite p ou axe des y. 

Gette courbe G" sera donc composée de deux branches placéesi'une en dessus 
et l'autre en dessous dep , ainsi que Tindique la {fig. 435 ). On donne à ce point 
le nom de point de rebrim$9ement de première espèce. 

Ainsi, d*apré&ce qui a été dit ci ^dessus , une courbe plane peut présenter dans 
son cours un point de rebrcwumenî de première espèce. 

Si les z de la courbe G* croissent moins- vite que les y de la courbe G"", les 2 de 
la courbe G" croîtront moins vite que les y de cette courbe G" ; dès lors , la courbe 
G" tournera sa concavité vers la droite p ou axe des y. 

Gette co<iHi)e G" sera donc composée de deux branches placées l'une en dessus 
et Tautre au-dessous de p, ainsi que Tindiquc Ia()îgr. 138). 

Mais dans ce cas comme dans le précédent, la normale p à la courbe à double 
courbure G, se projette sur le plan N suivant une tangenteà ia courbe <!" pour 
le point m , puisque lacour.be G a deux éléments rectilignes sucoessife situés dans 
le plan osculateur O et que le plan N est perpendiculaire au premiendeees d^ix 
éléments rectilignes. 

Le rôle de la droite p est donc interverti quand on consîdète alternativement les 
couri)es GVet G", puisque la droite f est normale. au. point m à Ja courbe G"" et 
qu'elle est tangente au point, m à la courJbe G'. 

Tandis que la droite Z est toujours normale au point m, soit à la courbe G"" seil 
à la courbe G\ 
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Le rayon de courbHre pour une courbe plaiîe doit toujours être compté sur sa 
normale; le rayon de courbure pour le point m de la courbe C" deyra donc être 
compté sur la droite Z et non sur la droite p. 

En sorte que dans ce cas la méthode des projections est en défaut. 

D'après ce qui vient d'être dit, la valeur du rayon de courbure pour le point 
m de là courbe G", dépendra donc de la manière d'être, ou , en d'autres 
termes , de la relation de position qui existera entre les points successifs de la 
courbe G après le point m*^ et les points successifs de la courbe C avant le point 
m , désignant par m , m, ni\ les points successifs de la courbe G situés dans son 
plan osculateur O. 

Ainsi pour le point de rebroussemeni de première espèce la courbe plane G" peut 
présenter deux formes: l'' elle peut tourner sa convexité vers la tangente p au 
point m , et continuer à tourner sa convexité après le point m , ou S"" elle peut, peu 
après le point m , tourner sa concavité du côté de la tangente p au point m, de telle 
sorte qu'en passant du point m à un point situé à distance finie, la courbe G" 
aura plus ou moins près du point m changé de direction et se sera infléchie, de 
manière à tourner sa concavité vers là droite p après avoir pendant un trajet plus 
ou moins court'tourné sa convexité vers cette droite p ( puisque cette droite p est 
la tangente au point m de cette courbe G"). 

VI. Point de rebramêement de deuxième espèce. 

2* Traçons dans le plan O une courbe G* ayant pour tangente au point m la 
droite 9 et un rayon de courbure égal à p. 

Traçons dans le plan T une courbe G^ ayant 6 pour tangente au point m et ayant 
en ce point un point méplat. 

Supposons que la courbe G^ n'offre aucun point singulier dans son cours et 
qu'elle est avant et après le point m située d'un même côté par rapport à sa tan- 
gente e {fig. 136 et 137 ). 

Concetons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les^courbes 
C et G*; ces deux cylindres se couperont suivant une courbe Gà double <x>urbHre 
et qui n'offrira aucune particularité au point m; cette courbe G aura évidemnimit 
le plan O pour plan osculateur au point m , et son rayon de courbure en m sera 
égal à p. 

Projetons cette courbe G sur le plan N, nous aurons une courbe G", qui, eo vertu 
de ce qui a été cî^dessus, aura pour tangente au point m la droite p et pour nor- 
male la droite Z. 

De plus, il est évident que la courbe G" sera composée de deux branches 
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réunies en m et toutes deux situées d*un même côté {)ar rapport à la droite p 
{fig.iae et 137). 

Il pourra arriver deux cas. 

Les z de la courbe C pourront croître plus vite que les y de la courbe C^, ou bien 
croître moins vite. 

Dans le premier cas, la courbe G" tournera sa convexité vers la droite p {fig. 137). 

Dans le deuxième cas , la courbe C" tournera d'abord sa convexité vers la droite 
p, pour très-peu après le point m tourner sa concavité vers cette droite p; il y 
aura donc après le point m un changement de direction. 

Dans les deux cas on donne au point m le nom de point de rebroussement de 
deuxième espèce. 

Ainsi, d'après ce qui vient d'être dit, une courbe plane peut présenter dans son 
cours un point de rebroussement de deuxième espèce. 

VU. Point ([inflexion simple. 

3"" Traçons dans le plan une courbe C ayant au point m, la droite 6 pour 
tangente et ayant en ce point m un point d'inflexion double. 

Traçons dans le plan T une courbe C^ ayant au point m la droite 6 pour tan- 
gente et ayant en ce point m un point d'inflexion double. 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
C et G*; ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
C qui aura au point m un rayon de «courbure fn/nf. 

Car il est évident que la droite 9 est tangente commune au point m aux trois 
courbes C, C, G% et qu'en ce point m cette tangente a un contact du deuxième 
ordre avec chacune de ces trois courbes. 

Projetons cette courbe G sur le plan N , on aura une courbe G" qui aura au point 
m un rayon de courbure nul et qui sera située avant le point m au-dessus ou au- 
dessous de la droite p et après le point m au-dessous ou au-dessus de celte droite p. 

Si pour la courbe G" lesz croissent plus vile que les y, cette courbe C" tournera 
sa convexité vers p. 

Si pour la courbe G", les z croissent moins vile que les y, cette courbe C" tour- 
nera sa concavité vers p, et cela très-peu après le point m. 

Dans le premier cas , la droite p sera la tangente de G* au point m {fig. 139 ). 

Dans le deuxième cas, la droite p sera encore la tangente de C au point m 
{fig. 140). 

Dans l'un et l'autre cas, le point m sera dit : poinidHnflexion simple. 
D'après ce qui précède une courbe plane peut présenter dans son cours , un 
point d'inflexion simple. 
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VIII. Point aigu. 

A"" Traçons dans le plan une courbe C*" ayant au point m la droite 9 pour 
tangente et ayant en ce point un point méplat. 

Traçons dans le plan T une courbe C* ayant au point m la droite pour tan- 
gente et ayant en ce point m un point A' inflexion double. 

Concevons deux cylindres ayant respectivement pour section droite les courbes 
Cet G*, ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure 
G qui aura au point m un rayon de courbure infini , puisqu'elle aura en m un 
contact du second ordre avec sa tangente 9. 

Projetons cette courbe G sur le plan N, on aura une courbe G" qui sera située 
avant le point m au-dessus ou au-dessous de la droite p et après le point m au- 
dessous ou au-dessus de cette droite p , ainsi que l'indiquent les {fig. 141 et 142). 

La courbe G** présentera en m un point auquel on a donné le nom de point at^ti 
(fig. MU), lorsque la courbe G" iovLvne ^ concavité vers la droite p; et Ton 
retombe sur le point de rebroussement de première espèce si la courbe G" tourne sa 
convexité vers la droite p {fig. 141 ). 

Et il est évident que l'on aura l'une ou l'autre des formes 141 et 142, suivant 
que les z de la courbe G* croîtront plus ou moins vite que les y de la courbe C 

D'après ce qui précède une courbe plane peut présenter dans son cours un 
point aigu. * 

Mais en prenant pour les courbes G* et G^ des courbes qui au point m ont un 
contact du second ordre , comme ces courbes sont au nombre de deux , quant à 
la forme, il sera possible de faire trois combinaisons. 

Première combinaison : 

La courbe G"" ayant un point cf inflexion simple. 

— G* ayant un point d'inflexion double. 

— G" aura un point d'inflexion simple. • 

Deuxième combinaison : 

La courbe G^ ayant un point méplat. 

— G' ayant un point d'inflexion double. 

— G aura un point aigu ou un point de rebroussement de première 

espèce. 

Troisième combinaison : 

La courbe G"" ayant un point méplat. 

— G' ayant un point méplat. 

— C" aura un point de rebroussement de seconde espèce. 



— AH — 

Par la combinaison des courbes qui ont un contact du second ordie<av6D:leur 
tangente, on peut avoir quatre espèces de points singuliers. 

Et remarquons que pour le point m le cercle osculateur à la courbe C comme 
à la courbe C* a un rayon de courbure infini, ou, en d*autreg termes, que ce 
cercle osculateur n'est autre que la tangente 9. 

Or, cette droite 6 se projette en entier sur le plan N en.le point m, de sorte 
qu'à la première vue on ne peut dire si les droites p et Z sont forcément la première 
tangente et la seconde normale en m à la courbe G", car pour le point m , la courbe 
C*j tout comme la courbe C^, tout comme la courbe à double courbure G, ont 
une infinité de plans R osculateurs ( puisque tout plan passant par la tangente fi , 
peut être considéré et rigoureusement, comme un plan osculateur des courbes 
C", G*, 6t G ) ; mais si Ton prend le plan O, passant par les quatre points successifs 
m, m'y m'\ m"' de la courbe G , ce plan O. sera le véritable plan osculateur et Ton 
voit que la droite p sera la tangente à la courbe G" pour le point m; le plan 0' sera, 
entre tous les plans R, celui qui approche le plus près de la courbe G. 

Par conséquent , le point m étant complètement la projection du cercle oscu- 
lateur 9 et ce cercle (ou droite 6) ayant une infinité de rayons de courbure, et 
tous infinis et dirigés suivant les diverses normales à cette droite 9 , il s'ensuivra 
que pour le point m le rayon de courbure de la courbe G" sera nul. 

Ainsi , pour le point à*inflexion simple et pour le point aigu^ existant sur une 
courbe plane , le rayon de courbure de cette courbe* est nul. 

Et pourcertaihs points de rebroussement de première et de deuxième espèce , le 
rayon de courbure peut être nul. 

En combinant maintenant deux à deux les quatre espèces de courbes G'', et 
G^ qui ont un rayon de courbure nul à leur point singulier m^^Qn^relombiNratSur 
des courbes G" qui seront du même genca^et auront aussi un rayon de courbure 
nul au point m. 

IX. Du point d'arrêt . 

Nous avons vu que lorsque l'on projetait une courbe à double courbure 
G sur un plan N perpendiculaire à l'une de ses tangentes 9 , la courbe G" passait 
par le point en lequel le plan N coupait la droite 9 , et que la courbe G" ne 
s'arrêtait pas brusquement en ce point , mais cheminait après être arrivée en ce. 
point, ou en présentant une inflexion on en présentant un rebrousêement ^ ou en 
présentant un point aigu. 

Si l'on conçoit une courbe à double cowhiuia CfMiaée d'itae seuk branche 
infinie et ayant une asymptote A , et que I'oib^ (projette cette coiirbe G sur un plan 
N perpendiculaira-à4a4ivdite As, s»^peoiMti«iii G' passera par. le point r en lequel 
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le plan N coupe Tasymptoie A, et il >edt évident que ia courbe C" ne pourra pas 
aHer ^u delà du point r^ puisque ce point r est la projection du point de }a 
courbe C situé à l'infini et sur cette courbe G et son asymptote A. 

A la première vue , il semblerait que la courbe G" a en effet un point d'arrêt 
au point r . 

Pour que* le point- d'arrêt existe réellement au point r, il faut que la courbe G 
soit telle que la supposant divisée en^deux ares infinis à droite et à gauche d'un 
point X, son asymptote A ne soit asymptote qu'à l'un de ces deux arcs et non à 
tous lies deux. 

Or, la géométrie descriptive ne peut nous conduire à trouver des courbes à 
doubleoott^bureijouîssantdecette propriété par rapport à son asymptote, à moins 
que nous ne présupposions l'existeoce du, pointd'arrèt. 

£t en effet: concevons deux cônes A et A. ayant pour sommet, le premier un 
point s et le second un point «^ et pour base sur le plan horizontal de projection , 
le premier une courbe B et le second une courbe B,. 

Nous pouvons toujours prendre pour B et B,, une courbe composée d'une 
seule branche infinie, et ainsi une parabole par exemple. 

Lorsque Ton transportera le cône A. parallèlement à lui-même pour super- 
poser les sommets « et f , et que ce cône aura pris la position A, en laquelle il 
a même sommet avec le cône A resté immobile , ce cône A, sera coupé par le plan 
horizontal suivant une courbe B, semblable et semblablement placée par rap- 
port à la courbe B,, le pôle de similitude étant le point p en lequel la droite 5«. 
coupe le plan horizontal. 

Évidemment on pourra toujours s'arranger de manière à ce que les deux 
courbes B et B, ne se coupent qu'en un seul point x qui, lorsque le cône A. re- 
prendra la position A. , viendra se placer en x^ sur la base B,. 

Dès lors les génératrices m; et s je, seront parallèles , et les deux plans tangents 
menés aux cônes A et A, suivant ces génératrices se couperont suivant une 
droite A qui sera Tasymptote de la courbe à double courbure G intersection des 
deux cônes, et cette courbe G sera composée d'une seule branche infinie. 

Or, en construisant Vépure des projections de la courbe G sur un plan per- 
pendiculaire à rasymptote A, on voit que cette courbe G doit affecter et ne peut 
affecter que les deux formes indiquées {fig. 143 et 444 ), c'est-à-dire que la 
droite A est toujours asymptote aux deux arcs infinis qui composent la branche 
infinie et qu'elle ne peut pas être asymptote à l'un des arcs seulement. 

Pour que la droite A pût n'être asymptote qu'à l'un desarcs infinis de la courbe G, 
il faudrait que Pune desbises'B ou B, eût un point d'arr^r précisément au point 
xon x^. 
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Nous ne pouvons donc pas, par la géotnéirie descripiivey rendre compte de l'exis- 
tence ou de la non -existence du point (f arrêt dans les courbes planes, ïanalyse peut 
seule apprendre s*il existe en effet des courbes qui jouissent de la propriété d'a- 
voir un point d'arrêt. 

Mais si ïanalyse le dit, on peut par la géométrie descriptive conclure qu'il existe 
des courbes composées d'une seule branche infinie qui ont une asymptote qui 
n'est asymptote qu'à Tun des deux arcs infinis qui forment la branche infinie et 
unique de cette courbe. 

Et vice versa si Vanalyse nous apprend qu'il existe des courbes composées d'une 
seule branche infinie pour lesquelles l'asymptote n'est asymptote que d'un seul 
côlé , la géométrie descriptive nous permet de conclure aussitôt qu*il existe dès 
lors des courbes planes qui ont un point d'arr^l. 

La courbe à double courbure C, formée d'une seule branche infinie et ayant 
une asymptote A à cette branche infinie, a pour chacun de ses deux points situés à 
rinfini un plan osculateur passant par Tasymptote A, le rayon de courbure pour 
chacun de ces deux points sera perpendiculaire à l'asymptote A. 

Le cercle osculateur pour chacun de ces deux points se projettera dès lors sur 
le plan N, perpendiculaire à la droite A , suivant une droite. 

Or, chaque plan osculateur se projettera sur le plan N suivant une droite 9, 
tangente à la courbe C" au point r qui est le point en lequel le plan N coupe l'a- 
symptote A de la courbe à double courbure C. 

On aura donc en ce point r deux tangentes successives 6 et 9' à la courbe C". 

Or, le rayon de courbure ne pouvant être porté sur la tangente, mais devant 
rétre sur la normale à la coinrbe , la méthode des projections se trouve en défaut. 
Ainsi jusqu'à présent nous ne pouvons dire autre chose sinon que la courbe C 
se projette sur le plan N suivant une courbe fermée G", ou, en d'autres termes ^ 
suivant une courbe G" qui vient se fermer au point r {*). 

X. Des points isolés. 

Goncevons deux surfaces gauches, Tune 2 engendrée par une droite G se mou- 
vant dans l'espace en s' appuyant sur deux courbes G et B et sur une droite K , 
l'autre 1, engendrée par une droite G, se mouvant dans l'espace sur deux courbes 
G, et B, et sur la même droite K. 



(*) Nous démontrerons à la fin du % lY de ce chapitre VH que la courbe C" a pour le point r un 
rayon de courbe qui est nul ; la courbe G" présentant en ce poiat ou un point aigu on un point d'tii- 
ftexion simple ou un point de rêbrauêsement 
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Ces deux surfaces se couperont suivant une courbe D et leur intersection se 
trouvera dès lors composée de la droite K et de la courbe D. . . 

Si Ton projette le système ( D, K ) sur un plan N perpendiculaire à la droite K, 
Ton aura une courbe D" et un point a section de la droite K par le plan N. 

Le point a sera lié à la courbe D", comme la droite K l'était à la courbe D , et 
Ton dira que le point a est un point isolé. 

La géométrie descriptive ne peut pas concevoir autrement Texistence du point 
isolé. 

Les deux surfeces 2 et 2. pourraient tout en restant des surfaces gauches avoir 
deux directrices droites communes K et K^ et une troisième directrice difierente 
C pour la surface 2 et C, pour la surface 2,. Mais, tant que les surfaces 1 et 2. 
seront des surfaces réglées , les deux directrices droites K et K' ne pourront pas 
être parallèles. 

Mais on peut concevoir deux surfaces courbes 2 et 2. engendrées par une courbe 
mobile et variable de forme et se mouvant sur plusieurs droites parallèles K y K\ 
K", et sur des courbes C, C, C". 

Si les droites sont des directrices communes à Tune et à l'autre surface, les c/trec- 
irice^courbes étant différentes pour chacune de ces surfaces , on aura une inter- 
section composée des directrices droites et d'une courbe D. 

Et dès lors en projetant la courbe D sur un plan perpendiculaire aux droites 
parallèles K^ K\ K'\ on aura autant de points isolés qu'il y avait de direc- 
trices droites parallèles entre elles. 

XI. Du pmnt asymptote. 

Concevons un cylindre 2 ayant pour section droite une courbe fermée , traçons 
sur ce cylindre 2 une hélice E; prenons dans l'espace un point arbitraire # et regar- 
dons ce point s comme le sommet d'un cône A ayant la courbe E pour directrice. 

11 est évident que le cône A aura une de ses génératrices parallèles aux géné- 
ratrices droites du cylindre 2, et cette génératrice G passera par les points de la 
courbe E qui sont situés à l'infini ; coupons le cône A par un plan N perpendicu- 
laire à G ; ce plan N donnera pour section dans le cône une courbe G et coupera 
la droite G en un point o. 

Et il est évident que la courbe G circulera autour du point o en s'en rappro- 
chant sans cesse, pour ne l'atteindre qu'après avoir fait un nombre infini de 
circonvolutions. 

Le point a est dit point asymptote de la courbe plane C. 

Une courbe plane peut au lieu d'un potni-oa^mpioie avoir une cowrbeHisympiote y 
qui sei^a une courba fermée. . 

53 
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Et en eflfet : 

Prenons un axe A et* un« eylindre 1 à section droite fermée et ajant vèà généra- 
trices parallèles à Taxe A . 
Traçons snr le cylindre 1 tine hélice E. 

Concevons dans Tespace une surface quelconque A , mais telle que le cylindre 
J, qui lui sera tangent et dont les génératrices seront parallèles à Taxe A, ait 
pour section droite une courbe fermée. 

Cela posé : 

Menons par Taxe A un plan M, ce plan coupera la surface A suivant une 
courbe G, et le cylindre 1 suivant un nombre fini de génératrices droites G , G', 

G'\.... chacune de ces génératrices G, G', coupera rhéPice en un nombre 

iniîni de points, et chacune d'elles contiendra deux points de Thélice situés à 
l'infini ; car on conçoit que l'hélice E coupe à l'infini toutes les génératrices du 
cylindre 2. 

Dès lors, si Ton conçoit une surface réglée B engeodcée par une droite D se 
mouvant dans l'espace en s'appuyant sur l'axe A, sur L'hélice E et tangentieUe- 
ment à la surface. A , on voit que dans le plan M on aura une infinité de géné- 
ratrices droites D de la surfsbce B , lesquelles seront tangentes à la» courbe G et 
passeront respectivement par les. points de l'hélice E situés dans le plan M« 

Parmi toutea eea génératrices dvoUûs D , il y ea aura une quLsera parallèle 
aux génératrices droites du cylindre 2 , et ce sera-celle qui passera par les peints 
situés à l'infini sur l'hélice E. . 

On voit donc que si Ton conçoit un cylindre J tangent* j» la eurfbee A* et dont 
le^ génératrices soient parallèle» à Taxe A , ua plan< N perpMdieuJaire à l'axe A 
coupera ce cylîttdre J suivant une courbe 2 et Ja^ surface réglée B auivant une 
courbe X qpi sera tsUe qu'elle tournera indéfiniment autour de k courbe i 
pour loi devenir tangeatew 

La eourbed est. dite amerbô asyv^platedet hietNirbeX. 

La géonétrie descriptive peut encore non» faire'conoevoîr' d'une autre maaîére 
rexiatenoe des coaurbea. asymptotes. 

Et en effet : 

GoDcevons na eônn A tel que bu sphère Z ^ qui auea pour «ptoe le aonunet^de 
ee oûtte A, oavpe ee ctee suivant une courbe à doubie cearbure^ut feraiée è. 

Traçons sur ce cône A une hélice ou une courbe rampante E; pnenans dîna 
l'intérieur du cône A ua point arbitraire nr, et rogardonu ee point comme le 
somttet d'un cAne A« parallèle m eône A. 

Les deux cônes A et A. se couperont suivant denx' oolirbeU', l'une située à 
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distance finie et l'antre située à l'infini, et sur laquelle sera plaoé ie point de la 
courbe E situé à l'infini. 

Dés lors , si Ton regsM^e le point m comïne le sommet d'un eône Z ayant la 
courbe E pour évrecirice , la sphère Z coupera le cône A, suiifant une coufbe 
fermée 9. et le cône 2 suivant une courbe à double courbure X; et les deuK 
courbes X et 3, seront telles Tune par rapport à l'autre que la courbe X tournera 
sur la sphère Z autour de la courbe d, en Tenveloppant par un nombre ioflni de 
circumvolutions sans pouvoir atteindre cette courbe S., qui sera alors 4ite : 
asymptote de la courbe X. 

§ IIL 
Des points singuliers de la développée d'une courbe plane. 

Lorsque Ton a une courbe G à simple ou à double courbure , on part toujours 
d'un point m de cette courbe en marchant scnr la courbe dansle même sans, et 
ainsi sur Tare mi par exemple (^fig. 145). 

Ainsi y on dit les points successifs et infiniment voieinsm^ m\ m'\ ni" 9 et 

les éléments rectilignes successifs mm\ m'm'\ m"m"\ d'une courbe C. Mais 

on est souvent obligé de marcher sur cette courbe C et à partir d'un point tn 
donné , d'abord sur Tare md et ensuite en sens inverse , et dès lors sur l'arc mi'. 
« Si l'on n£ considère que des poinU successifs sur la courbe C^ on dira (en 
marchant dans un sens) : le point m' de l'are i est le successif et infiniment voisin 
du point m, et l'on dira (en marchant en sens inverse) : le point n' de l'arc i 
est le successif et infiniment voisin du point m. 

Mais lorsque l'on considérera des tangentes ou des normales successives de la 
courbe C^ on sera obligé de considérer non plus un point m mais un élément 
rectiligne de cette courbe G et alors on devra dire : l'élément rectiligne de l'arc i 
successif de l'élément rectiligne mm\ qui sert de point de départ, es t m W ; et l'é- 
lément rectiligne de l'arc ^ successif de l'élément rectiligne m%n est ma". 

Par la même raison lorsque l'on considérera un plan osculateur ou le cercle 
oaculateur, d'une courbe C, on devra considérer deux éléments rectilignes suo- 
cessîfs ou un élément curpiligneei alors on devra dire : l'élément i»in;i%ne de l'arc d 
successif de l'élément curviligne mm'm" qui sert de point de départ est m Wm'"i 
et f^AémtiAewrtUifne de l'arc d' successif de l'élément curviligne mmW e&t m'mn. 

Toutes fois on se rapellera qu'on est convenu de dire, pour «abréger le discours, 
eoÊUtsvire : la tangente, la normale, le plan osculateur^ le cercle osculateur, le 
rayon de courbure en un point m d'une courbe G et que ce point m est le premier 
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des poiote successifs et iafinimeut voisins que Ton doil considérer sur la courbe 

C, quel que soit le sens {ou la direction) suivant lequel on suppose que l'on 
marche sur cette courbe G à partir de ce point m. Et ce sera i partir de ce pre- 
mier point m que nous considérerons les points successifs et infiniment voisins, 
que la théorie nous amène à employer dans la solution des problèmes que nous 
venons d'énoncer. 

Cela posé : 

Examinons les points singuliers que la développée d'une courbe plane peut 
présenter. 

Et d'abord, d'après la théorie des infiniment petits précédemment exposée, 
établissons les relations qui existent entre la développée D d'une courbe 
plane C et cette courbe C. 

De la développée d'une courbe plane. 

Étant donnée une courbe plane C (fig. 145), imaginons ses normales successives 

et infiniment voisines N , N', N", N'", 

N et N' se couperont en un point o 

N' et N'' o' 

, N" et N''' o" 

Et ainsi de suite. 

Puisque les normales sont successives , les points o , o\ o'\ seront des points 

successifs et infiniment voisins qui détermineront' une courbe D, pour laquelle 
les éléments rectilignes et successifs seront oo\ o'o^^ 

On doit donc conclure de là que les tangentes à la courbe D sont normales à la 
courbe C , et vice versd. 

On donne à la courbe D le nom de développée et à la courbe C le nom de déve- 
loppante. 

On a donné, comme on le sait, le nom de développée à la courbe D, parce qu'en 
enroulant un fil sur cette courbe D et en le tendant suivant une tangente à cette 
courbe, un point du fil tendu décrit, pendant qu*on déroule le fil de dessus la courbe 

D, une courbe B qui coupe sous l'angle droittoutes les tangentes à cette courbe D. 
C'est ce qui prouve qu'une développée plane peut avoir une infinité de dévelop- 
pantes planes et tracées dans son plan . 

La courbe D étant Tenveloppe des normales à la courbe C , et de plus la courbe 
D devant servir à tracer, à décrire la courbe C au moyen du fil enroulé sur elle, 
on voit de suite que les relations de forme et de position que G et D doivent 
avoir entre elles, sont celles indiquées parles {fig. 4 46 et 447 ). 
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Toutefois on doit remarquer, que si les rayons de courbure de la courbe C vont 
en grandissant pour les points successifs m , m\ m" y m"\ on aura la forme 

indiquée {fig. 146 ). 

Et que si au contraire les rayons de courbure vont en diminuant , on aura la 
forme indiquée {fiq. 147 ). 

En sorte que c'est toujours la même forme que Ton obtient en supposant qu'à 
partir d'un point m delà courbe C, on marche sur cette courbe G à droite, auquel 
cas les rayons de courbure vont en diminuant ; ou à gauche, auquel cas les rayons 
de courbure vont en grandissant. 

Cela posé : 

Il est évident que lorsque Ton considérera sur la développante C une suite de 

points m , m', ni'^ qui n'offriront aucune particularité, les points o , o", o"', 

en lesquels la développée D sera touchée parles normales menées aux points m, 
m\ m\ à la courbe G , n'oflriront aussi aucune particularité. 

Mais, si en un point m, la courbe G offre un point singulier, la courbe D 
offrira-t-elle aussi un point singulier et en son point o qui est le correspondant du 
point m ? 

Nous allons résoudre en détail cette question et ainsi qu'il suit: 

1"" Le point m étant un sommet sur la courbe G, le point o sera sur la courbe D un 
point de rebraussement de première espèce. 

Le point m étant un sommet sur la courbe C, les éléments rectilignes successif 

mm'f m'm'\m"m"\ {fig. 160) de cette courbe appartiendront à son cercle oscula- 
teur T construit pour le point m. 

En ce point m, et dans ce cas particulier (comme on l'a dit ci-dessus) le cercle 
osculateur a un contact du troisième ordre avec la courbe G. 

Les trois normales successives N, N", N'' à la courbe C se coupent donc en un 
même point o centre du cercle osculateur T. 

La courbe G a donc en m ses deux rayons de courbure, successifs et infiniment 
voisins, égaux. 

La courbe G devant être décrite au moyen de sa développée D , cette développée 
D ne pourra évidemment offrir que les deux formes indiquées par les (fig 148 
et 149). 

Si les rayons de courbure de la courbe C vont en diminuant de m en p et de m 
en p', on aura la forme donnée par la (fig. 149). Les arcs oq et oq'de la développée D 
serviront à décrire respectivement les arcs mp et mp' de la développante G. 

Si les rayons de courbure de la courbe C vont en augmentant de m en p et de m 
en p\ on aura la forme donnée par la (fig. 148 ) , les arcs oq et oq' de la déve- 
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loppée MrvîroBi à décrire respectiwineiit les arcs mp etmp deia^iéwioppante. 
lia développée D offrira donc en o un point ée rebrcmuemeni de première eepèoe. 

S"" Le point m étant tm point multiple de deuxième espèce sur la courbe C , la nor- 
maie au point m de la courbe C aura autant de points de contact ( séparés entre eux) avec 
la courbe D , qu'il y aura de branches de la courbe C passant par ce point m . 

Il suffit de jeter les yeux sur la {fig. I5i ). 

3"" Lorsque le rayon de ccnrbwre de éaamrbe G e$t injmi pour k poitU m , ie potnl o 
de la courbe D est situé à l'infini et déplus cette courba D a suie myvtplole est ee print o 
et qui nest autre que la normale à la courbe C pour le point m. 

Puisqu'un point de la développée est l'intersection de deux normales succes- 
sives de la développante , la développée aura un point situé à l'infini toutes les fois 
que deux normales successives de la développante seront parallèles. 

Lors donc que la développante C {fig. 152) aura au point in un rayon decour- 
bure infini , auquel cas le cercle osoulateur ne sera autre pour le point m que la 
tangente G en ce point m , les deux éléments rectilignes successifs mm et mW 
seront en ligne droite et dès lors les deux normales successives N et N' seront 
parallèles. 

Le point o de la développée D correspondant au point m de la développante C, 
sera donc dans ce cas situé i f infini. 

Et comme les normales à la développante sont tangentes à la dé^feioppée , il s'en 
suit que la normale au point m de la développante C sera une asymptote à la déve- 
loppée D. 

Ainsi : l"" lorsque la courbe C aura un point mépba au point m, la développée 
D aura la forme indiquée (fig. 153). 

Et 2* lorsque la courbe C aura un point d'an/Iea^ double au point m, la déve- 
loppée D aura la forme indiquée {fig. 154). 

Dans le premier cas , la courbe D sera composée de deux brax&ches infinies ayant 
même asymptote N, et le point situé à l'infini sur l'une et l'autre^ branche qui 
composent la développée!) sera le même. 

Dans le deuxième cas, les deux branches de la courbe D auront leur point situé 
à l'infini , placé l'un à droite et l'autre à gauche de la tangente 9. 

Toutes les fois qu'une courbe G offrira un point singulier m pour lequel le 
rayon de courbure sera nul, il est évident que la développée D, de cette courbe 
C , passera.par le point m. 

Dès lors 

i"* Lorsque la courbe C aun peint de rebroussement de première espèce ^en un point 
m y la courbe D offre en ce point m une forme convexe. 
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5* Lorsque la etmtbe G a wnfmnt de rebroussetneM de deuxième eepéce en un point 
m, lacourbe D offre en cepomtm^ m pabude relnroussemeni de deuxième espèce. 

&" Lorsque la courbe Caun point d'inflexion simple en un point m , la courbe D offre 
en ce point m , un point d'inflexion simple. 

Il suflSt de jeter les yeux sur les (fig. 155, 156, 157). 

Lorsqu'une courbe G est telle qu'elle a quatre sommets comme l'ellipse par 
exemple {fig. 158 ), alors la développée G offrira quatre points de rebroussement 
de première espèce. 

Gette développée D, ayant une infinité de développantes, on peut {fig. 159) 
enrouler un fil sur la branche om^ ce fil étant fixé au point o et en le déroulant 
le point m décrira la courbe nw; en enroulant le fil sur la branche om, ce fil étant 
fixé au point o\ le point m en déroulant le fil décrira la courbe me'. 

Les deux arcs me et me forment une même courbe CG' qui a pour développée la 
courbe DD'^ et Ton reproduit ainsi une courbe qui a au point m un point aigu. 

Ainsi : 

T Lorsque la courbe G a un point aigu en un point m , sa développée D passe par ce 
point m et offre en ce point m un point de rebroussement dé première espèce. 

Il est évident d'après la construction de la développée et la manière dont la 
développée peut reproduire la développante , que si la développante a un point 
asymptote m , à ce point m correspondra sur la développée un point o situé à l'in- 
fini et lequel sera un point asymptote de la développée. 

Ainsi : 

S"" la développante G ayant un point asymptote situé à distance finie ^ la déve- 
lefpéfs D 0.11» pomtotympioU mÊué à i'vnfim. 

Nous avons vu précédemment que Y analyse seule pouvait démontrer l'existence 
pour certaines courbes planes , d'un point d'arréi, et qu'on pouvait par la géomé- 
trie descriptive conclure de Texistence du point d'arrêt, l'existence de certaiaes 
courbes composée d'une branche infinie, ayant une asymptote à l'un des arcs 
seulement de cette branche. Or, Ton sait que Vanalyse démontre que pour cer- 
taines courbes , il existe en effet un point d arrêt. 

En ce point d'arréi la courbe pourra avoir un rayon de courbure ntd. G'estce 
que l'on peut démontrer par la méthode des projections. 

Et en effet : 

Goncevons sur le plan horizontal deux courbes C et Ç. ayant un point d'arrél, 
la première au point m et la seconde au point m,, prenons dans Tespace deux points 
s et «, pour sommets de deux cônes ayant respectivement pour bases les courbes 
G et G.. 
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Nous pourrons toujours prendre les points s et <, dans une position telle que la 
droite qui les unit perce le plan horizontal en un point p situé sur la droite qui 
unit les points m et m.. 

Et telle encore qu'ayant transporté le cône («., CJ parallèlement à lui-même 
jusqu'à ce que son sommet «, coïncide avec le sommet s, la courhe intersection 
de la nouvelle position du cône («,, G,) par le plan horizontal soit une courbe 
G, passant par le point m et ayant en ce point m un point d^arréL 

Dès lors, la courbe intersection des deux cônes (stG)et(«,CJ sera formée 
d'une seule branche B qui sera infini et qui aura une asymptote A, laquelle 
droite A ne sera asymptote qu'à Tun des deux arcs seulement qui forment la 
branche infinie B. 

En projetant la courbe B sur un plan P perpendiculaire à Tasympiote A , on 
aura une courbe plane B'qui aura un point d'arrêt, et ce point sera celui en lequel 
le plan P coupe la droite A , et en ce point la courbe B' aura un rayon de 
courbure nul (*). 

Dés lors : 

9"" la développée D, dune courbe plane Ça qui a un peint d arrêt, m et qui a en ce point 
m tin rayon de courbure nul , pasêe aussi par ce point m et a aussi en ce point m tut 
point d*arrêt (fig. 160^. 

Passons maintenant à la démonstration de Fexistence, sur une courbe plane, des 
trois points singuliers , savoir : points l"" d'arrêt, 2^ derebroussement de pretfôère 
espèce , 3^ de rebroussement de deuxième espèce j pour lesquels le rayon de courbure 
est infini. 

XII. Une courbe plane G peut avoir un point d'arrêt pour lequel le roj^ de courbure 
est infini. 

D'après ce que nous avons dit ci-dessus, il existe des courbes D(fig. iSl), 
formées d'une seule branche infinie et ayant une asymptoteN, qui n'est asymptote 
qu'en un seul point o (situé à l'infini) de la branche infinie D. 

Dès lors , considérant cette courbe D comme une développée , nous trouverons 
pour développante une courbe G ayant un point d'arrêt en m, et ayant en ce point 
m un rayon de courbure infini. 

XIII. Une courbe plane G peut avoir un point de rebroussement de pretnière espèce 
pour lequel te rayon de courbure est infini. 



(*) Foir ce qui a été dit au sujet du point aigu , page 413 de ce chapitre. 
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D'après ce qui a été dit ci-dessus , on sait que Ton peut obtenir une courbe D 
{fig. 462) composée d'une seule branche infinie dont les deux arcs ont une même 
asymptote N, les points o si tués à l'infini étant à une distance infinie l'un de 
l'autre (cette distance étant comptée sur la droite N). 

Si l'on considère cette courbe D comme une développée, on obtiendra pour sa 
développante une courbe C offrant un point m de rebroussement et de première 
espèce; ce point m sera situé sur l'asymptote N , et en ce point m la courbe C 
aura un rayon de courbure infini. 

XIV. Une courbe plane G peut avoir un point de rebroussement de deucdème espèce 
pour lequel le rayon de courbure est infini. 

On sait que l'on peut obtenir (fig. i63) une courbe D composée d'une seule 
branche infinie , ayant une seule asymptote N , et les points o situés à l'infini étant 
superposés. 

Dès lors, regardant la courbe D comme une développée, on obtiendra pour sa 
développante une courbe G offrant un point de rebroussement de deuxième 
espèce; ce point m sera situé sur l'asymptote N et en^ce point m la courbe G aura 
un rayon de courbure infini. 

XV. Une courbe plane peut avoir un point de rebroussement de seconde espèce pour 
lequel le rayon de courbure a une* valeur finie. 

Concevons une courbe ( D , D' ) ayant au point o un rebroussement de seconde 
espèce et ayant la droite N pour tangente en m {fig. 164). 

Si l'on considère la courbe (D, D') comme une développée, on pourra toujours, 
en considérant un fil tendu suivant la droite N et fixé en osur la courbe (D, D') , 
enrouler ce fil sur l'une et l'autre branche D et D', et un point m de ce fil décrira 
une courbe (G, G") qui offrira en m un point de rebroussement de seconde espèce. 

Dans ce qui précède nous avons démontré l'existence de^ onze premiers points 
singuliers pour une courbe piano, en considérant cette courbe plane comme la 
projection d'une courbe à double courbure ; et la seule hypothèse que nous ayons 
faite et dont nous avons démontré la réalité, ou, en d'autres termes, l'exactitude , 
c'est qu'une courbe à double courbure pouvait avoir, en un de ses points m , un 
rayon de courbure infini , ou , en d'autres termes , avoir en ce point m deux élé- 
ments rectilignes successifs en ligne droite, ou, en d'autres termes encore, avoir 
en ce point m un contact du second ordre avec sa tangente. 

Et l'existence des quatre derniers points singuliers pour une courbe plane a 
été démontrée , en se servant de la développée de cette courbe plane. 

Voyons , maintenant , en passant de ce qui est sur le plan à ce qui peut ètr^ 

54 
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daos Vespacey et ainsi de la courbe plane G* à la courbe à double courbure G 4ont 
la courbe C* peut toujours élre supposée la projection , quel genre d'inflexion la 
courbe à double courbure doit présenter en un point, lorsque ce point se pro- 
jette sur la courbe plane en l'un des quatre derniers points $inguliei^s que nous 
avons examinés ci-dèssus,n**XII, XIII, XIV et XV. 



5 IV. 



D'après la théorie des infiniment petits exposée ci-dessus , on peut dire : 

1 "* Étant donnée une courbe G à double courbure , si Ton projette ortbogona- 
lement cette courbe sur un plan horizontal H , on aura une courbe plane G^. 

Les points successifs et infiniment voisins m, m\ )n'\ m'"j de la courbe G 

se projetteront sur la courbe G* en des points m*, m'*, m''*, m'"*, qui seront 

aussi des points successifs et infini ipent voisins de la courbe plane G^. 

S"" Les tangentes de la courbe G se projetteront sur le plan H suivant des tan* 
gentes à la courbe G*; et les projections des tangentes successives de la courbe G 
seront des tangentes successives pour la courbe G*. 

3*" Deux tangentes successives et 9' de la courbe G se coupent en un point m 
de celte courbe G , dès lors les projections ^ et 9'* de ces tangentes 6 et 9' se cou- 
peront en un point m* qui appartiendra à la courbe plane G^,^et ce point m^ sara la 
projection du point m de la courbe à double courbure G. 

Gela posé : 

Les tangentes 9^ et O'^ comprendront entre elles un anj^ qui ne s^a nul qu'au- 
tant ou V que ces deux droites G^ et 9'^ seront superposées, qu'autant dès lors que 
les tangentes 9 et 9^ à la courbe G seront situées dans un plan perpendiculaire 
au plan H de projection , ou 2* que ces deux droites €* et 9'* seront parallèles. 

Dans le premier cas : la courbe G* aura au point m^ un contact du second ordre 
avec sa tangente. 

Dans le deuxième cas : la courbe G^ aura le point m^ situé à l'infini et la tangente 
9* sera une asymptote de cette courbe G*. 

Le plan O passant par deux tangentes successives de la courbe G , ne sera autre 
que le plan osculateur au point m à cette courbe G. 

Mais il faut distinguer deux cas de superposition pour les droites ¥" et 9'^. 

D'abord, celui où l'on ne considère que les parties des tangentes 9 et 9' qui 
appartiennent à une des deux nappes ou supérieure on infériettre de la surfoee déve- 
loppable 1 dont la courbe G est l'aréte de rdbroussement. 
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Alors ces parties des tangentes et 0' se superposent réellement» elles ne se 
placent pas bout à bout sur une même ligne droite. 

Ensuite 9 le cas où Ton considère pour la tangente 9 sa partie appartenant à l'une 
des nappes , la supérieure ( par exemple ) de la surface 2 et pour la tangente G', sa 
partie appartenant à la nappe inférieure de la surface 2 , alors les projections sur 
le plan H de ces parties considérées sur les tangentes 9 et 6^ se placeront bout à 
bout sur une même ligne droite. 

4* Lorsque Ton donne une courbe à double courbure C et qu'on la regarde comme 
engendrée par le mouvement de translation d'un point , on peut toujours supposer 
que le point mobile s'est mû sur cette courbe C, dans un sens ou en sens con- 
traire. 

De sorte, que si Ton prend deux points successifs et infiniment voisins m et m' 
sur la courbe G et que l'on mène perpendiculairement à l'élément rectiligne 

mm' le pian normal N, ce plan divisera la courbe C en deux arcs d et d^ qui se 

souderont l'un à l'autre par l'élément mm\ et Ton pourra supposer que la courbe 
G est engendrée par deux mobiles placés l'un en m et l'autre en m' et marchant en 
sens inverse l'un de l'autre , pour parcourir le premier l'arc d et le second 
l'arc d'. 

Et imaginant les points successifs m\ m'\ m"', de l'arc d' et les points suc- 
cessifs m, m/, m!\ de l'arc i , lorsque nqus mènerons une tangente au point 

m' de d^, nous considérerons seulement la partie de cette tangente qui est le 

prolongement de l'élément rectiligne mW du côté du point m'\ prolongement qui 
appartient à la nappe supérieure de la surface développable 2 dont la courbe C est 
l'arête de rebroussement ; et lorsque nous mènerons une tangente an point m,' 
de la courbe d , nous considérerons seulement la partie de cette tangente qui eai le 

prolongement de l'élément rectiligne mjV' du côté du point m", prolongement 
qui appartient à la nappe inférieure de la surface 2. 

S"" Si Ton a une surface gauche $ et que l'on mène un cylindre K tangent à cette 
surface * suivant une courbe X; si l'on coupe ce cylindre K par un plan H per- 
pendiculaire à ses génératrices droites , on aura une courbe X* qui sera sur le 
plan H la projection orthogonale de la courbe X. 

Les génératrices droites successives et infiniment voisines G, G', G", G"\ 

de la surface réglée * se projetteront sur le plan H suivant des droites G*, G**, 
G''*, G'"\... . qui seront les tangentes successives et infiniment voisines delà 
courbe X*. 

Les droites G*, G'*, G"*, G'"*, se couperont deux à deux et successivement 
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en des points qui seront les points successifs et infiniment voisins de la courbe X^. 

Ainsi G* coupera G'^ en un point m^ 
G'* - G''* - m"* 

Q//* _ G"* — m'"* 

Et ainsi de suite. 

Et les points tn^j m"^^ m"^^ seront les points successifs et infiniment voi- 
sins de la courbe X^. 

Lors donc l"" que deux génératrices successives G et G' de la surface réglée $ se 
projetteront sur le plan H suivant deux droites G* et G'* parallèles entre elles , 
ces deux droites G^ et G'^ seront successives et infiniment voisines et se couperont 
en un point situé à Tinfini et qui appartiendra à la courbe X*. 

La courbe X* aura donc une branche infinie et aura pour asymptote la 
droite G*. 

Étant donnée une surface gauche $ on peut toujours donner au plan H et par 
suite au cylindre K des positions telles que ce que nous venons de dire puisse 
avoir lieu et en effet : 

Une surface gauche étant une surface réglée telle que deux génératrices droites 
successives ne se coupent pas y on pourra toujours, étant données deux généra- 
trices droites successives G et G' de la surface 4, faire passer par G un plan L et 
par G' un plan Vy de telle manière que ces deux plans soient parallèles entre eux ; 
ensuite menant un plan H perpendiculaire à ces deux plans L et L', le cylindre 
K aura ses génératrices perpendiculaires au plan H. 

Dèslors, le cylindre K, ainsi construit, touchera la surface $ suivant une 
courbé X dont la projection X^ sur le plan H aura pour asymptote la droite G^ pro- 
jection de la droite G sur le même plan H. 

Lors donc 2"* que deux génératrices successives G et G' de la surface réglée 9 se 
projetteront sur le plan H suivant deux droites G* et G'^ superposées et ne faisant 
alors qu'une seule et même droite G\ alors il est évident que les trois points suc- 
cessifs m y m'y m' de la courbe G se projetteront sur le plan H suivant trois points 
m*, m'*, m"* en ligne droite. 

Dans ce cas la courbe X^ offrira au point m^ un rayon de courbure infini. 
Mais dans ce cas , on peut se demander : comment la surface gauche <b devra^'t-elle 
être constituée tout le long de la génératrice G ? C'est ce que nous allons examiner. 

Les deux génératrices droites successives d'une surface gauche ne pouvant être 
situées dans un même plan , ce qui a été dit précédemment ne pourra avoir lieu , 
qu'autant que la surface 9 sera développable tout le long de la génératrice G , 
car les deux droites successives G et G' ne pourront se projeter sur le plan H 
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suivant une seule et même droite qu'autant qu'elles seront dans un même plan , 
qu'autant dès lors qu'elles se couperont, ce qui est le caractère distinctifde la 
surface développable. 

Remarquons que le plan T passant par G et l'élément rectiligne mm est tangent 
au cylindre K; que le plan T' passant par G' et l'élément rectiligne mW est tan- 
gent au cylindre K et que ces deux plans T et T^ sont deux plans tangents succes- 
sifs du cylindre K. Il faudra donc, pour que les projections des droites G et G' se 
confondent, que les deux plans T et T^ se confondent aussi ; par conséquent il 
faudra que les trois points successifs m, m\ m" de la courbe X soient dans un même 
plan T, lequel sera le plan osculateur de la courbe X au point m. 

6* Étant donnée une courbe à double courbure G, on peut en chacun de ses 
points successifs et infiniment voisins : m, m\ m" y m'\ mener un plan oscu- 
lateur. 

On aura donc les plans osculateurs successifs. 

O passant par les points m, m% %n 

— m y m y m 

Oit U /// X 

— m y m y m^ 

Et ainsi de suite. 

On peut en chacun des points successifs de la courbe G mener un plan tangent 
perpendiculaire au plan qui est osculateur au même point ; on aura donc les 
plans tangents successifs. 

T passant par les points m et ni 

r — m et ni' 

T — ni' et ni" 
Et ainsi de suite. 

On peut en chacun des points successifs de la courbe G mener un plan normal ; 
on aura donc les plans normaux successifs. 

N perpendiculaire au point m à l'élément rectiligne mm' 

N' _ ,„' _ :m^ 



H m 



N" — ni' — mm 

Et ainsi de suite. 

Les plans O, T et N se couperont deux à deux suivant trois droites rectangu- 
laires entre elles. 

Savoir : 

l** O et T suivant une droite e tangente en ma la courbe G ; O'et T' suivant une 
droite 8' tangente en m' à la courbe G; 

Et ainsi de suite. 
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Les droites 9 , fl', 0", seront les tangentes successives de la courbe C. 

S"" et N suivant une droite p sur laquelle sera compté le rayon de courbure de 
la courbe G au point m. 

0' et N' suivant une droite p', etc. ; 

Et ainsi de suite. 

Les droites p, p', p'', seront*les directions des rayons de courbure succes- 
sifs de la courbe C. 

3° T et N suivant une droite Z passant t>ar le point m 
T' et N' suivant une droite Z' passant par le point m'; 

Et ainsi de suite. 

Gela posé : 

Toutes les tangentes B, B\ B'\ formeront une sur&ce gauche A. ; et toutes 

les droites Z, Z\ Z", formeront une surface gauche A. 

Les deux surfaces A. et A se couperont rectaîigulairemënt entre elles suivant la 
courbe à double courbure G. 

Gela posé : 

Imaginons dans Fespace une courbe à double courbure X. 

Gonsidérons les points successifs m^rn^ m"^ m"\ de cette courbe X , et au 

point fil construisons le plan oscuiaieur O de cette courbe X> le plan normal N et 
le plan tangent T perpendiculaire afu rayon de courbure ^ de cette courbe X potir 
ce même point m. 

Les deux plans N et se couperont suivant le rayon de courbure p. 

N et T suivant la tangente G en m à la courbe \. 
O et T suivant la droite Z qui sera une des normales de la 
courbe X pour le point m. 

Gela dit : 

Projetons la courbe X sur le plan N (pris pour plan horizontal de projection) 
nous aurons la courbe X*. 

Goncevonsensuite pour la courbe X, les plans osculateurs successifs 0, 0', O"", 

et les plans normaux successifs N , N", N'', et les plans tangents successifs T, 

Nous aurons les rayons de courbure successifs p , p", ^'\ les normales suc- 
cessives Z, Z', Z'', et les tangentes successives 0, 6', fl'*, à la coufbe X. 

Par chacune des tangentes successives 9 , B', B'\ de la courbe X, menons un 

plan P perpendiculaire au plan N sur lequel la èourbeXse projette en la courbe X*. 

Nous aurons une suite de plans P, F, P'', P"', et nous supposerons que le 

premier plan P qui passe par la tangente B nvefnéé au premier point m de la 
courbe X , se confond avec le plan T ; hypothèse que rien n'empêche d'admettre. 



— 431 — 

Ces plans P, P', P"', seront les plans tangents successifs du c^flindre K qui 

projette sur le plan N la oo.urbe X en la courbe X^. 

Le plan P étant un plan tangent à la courbe X au point m , si par ce point m on 
mène une droite G perpendiculaire ii ce plan P , cçtte droite G sera normale à la 
courbe X et sera dès lors située dans le {dan N nornpal au point m à cette courbe X. 

Concevons unesuite de droites G, G^ G'', G'",.... menées respectivement per* 

pendiculaires aux plans P, P", P'"^ f"\ et en les points respectifs, m, m, m'\ 

m"\ de la courbe X. 

Ces droites G , G', G"", étant perpendiculaires aux plans P, P", f, se 

projetteront sur le plan N en des droites G^, G'^, G''\ qui seront perpendiculaires 
aux traces $ur le plan N des plans P , f\ f\ ..... mais comme ces plans P, P^ 

P'", projettent orthogonalement sur le plan N , les tangentes 0, B', B'\ de 

la courbe X , il s'ensuit : 

Que les droites G* et 8*, G'* et 9'*, G''*et 0"* seront perpendiculaires entre 
elles. 

Par conséquent les droites GS G'\ C^^ seront des normales à la courbe 

X\ elles envelopperont donc comme tangentes la développée D de la courbe X^. 

Les droites G^ G', G"', G''\ formeront une surface gauche <{/, et comme les 

droites G, G', G'', sont parallèles au plan N, ce plan N sera le plan directeur 

de la surface <{/• 

Avant d'aller plus loin nous devons faire remarquer que nous avons dit , lorsque 
nous avons examiné les points singuliers d'une courbe plane, que la courbe X 
pouvait se projeter sur un plan H (passant par son rayon de courbure p) suivant 
une courbe X^ ayant au point m (pai^ lequel on a mené ce plan H)^ ou 1* la 
droite Z, ( intersection du plan H et du plan T tangent à la courbe et perpen- 
diculaire à p) pour tangente et la droite p pour normale, ou 2"* la droite Z (inter- 
section du plan H , qui n'est autre dans ce cas que le plan normal N , et du plan T ) 
pour normale et la droite p pour tangente* 

Dans le premier cas , le rayon de courbure au point m de la courbe X^ est fini , 
parce qu'alors la méthode des projections n'est pas en défaut, puisque lorsque l'on 
considère les projections de la courbe X et de son cercle osculateur r au point m, 
ce cercle r se projette sur le plan H (qui est oblique dans ce cas au plan oscu- 
lateur 0) suivant une ellipse. 

Mais dans le deuxième cas , la méthode des projections est en fiéfeut, puisque la 
droite p n'est plus normisde , mais tangente en m à la courbe X\ le plan H étant 
dans ce cas supposé être le jj^an N norpial au point fn à la courbe X» 

Dans ce second cas , que nous supposerons exister pour la courbe X*, en vertu 
d' unecertaiQemanîèred'étre4ecettecourbeX> nous devrons, puisque]esrôIes(pour 



— 432 — 

le point m ) sont intervertis entre la normcUe et la tangente, prendre pour les deux 
premiers plans successifs P et P', le plan osculâteur O et pour les deux premières 
droites successives G et G' nous devrons prendre, savoir : pour G passant par 
le point m la droite Z et pour Cf passant par le point ml une droite Z' parallèle 
à Z , et la projection de la droite Z' sur le plan N se confondra avec la droite Z. 

En sorte que les normales successives de la courbe >*, seront les droites Z, 

G"*, G'''*, en remarquant que les deux premiers points successifs m et m' de 

la courbe X se projettent sur le plan N en un seul et même point qui n'est autre 
que le point m. 

Cela posé : 

Concevons une courbe à double courbure C et désignons par m , m', m'\ tn'\ 
ses points successifs et infiniment voisins. 

Prenons le plan N normal à la courbe C au point m. 

Nous avons en m la droite Z 

en m la droite G' 

en m" la droite G" 

en m'" la droite G'" 
Et ainsi de suite. 

Et toutes ces droites seront parallèles au plan N. 
Cela posé: 

l"" Concevons le plan O osculâteur en m à la courbe C, ce plan contenant dès 
lors les trois points successifs m , m', m" de la courbe C. 

La droite G' sera perpendiculaire à l'élément rectiligne mW 



La droite G"" sera perpendiculaire à l'élément rectiligne m"ni" 
La droite G'" sera perpendiculaire à l'élément rectiligne m'"m^ 

Dès lors la droite G' sera la seule qui sera perpendiculaire au plan 0, les deux 
autres droites G^' et G^'' seront obliques à ce plan 0. 

Nous pourrons donc en faisant mouvoir sur les trois droites G', G"', G''' une 
droite Y , engendrer un paraboloîde hyperbolique 2, osculâteur à la surface 
gauche 2 tout le long de G'. 

Dès lors, en construisant un cylindre K. tangent au paraboloîde 2., les géné- 
ratrices de K, étant perpendiculaires au plan N, ce cylindre K, touchera ce para- 
boloîde 2, suivant une parabole X., qui aura un contact du second ordre avec la 
courbe X, contact de la surface réglée 2 et du cylindre K. 

Or, les courbes X et X, se projetteront sur le plan N suivant deux courbes X^ et X.^ 
qui auront nécessairement au point m un contact du second ordre. 

Ces deux courbes X* et X.* auront donc au point m même rayon de courbure^ 



i 
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or , le rayon de courbure de X.* a une valeur finie pour le point m , donc 
la courbe X^ aura au poinl m un rayon de courbure qu' sera fini, ou en d'autres 
termes qui ne sera ni nul ni infini. 

2* Pour que la droite C soit parallèle à la droite G^ il faudra que rélément recli- 

Ugne fn"m" soit dans le plan O ; il faudra donc dans ce cas que le plan ait un 
contact du troisième ordre avec la courbe à double courbure C et au point m. 

Si G' et Xi" sont parallèles , elles se projetteront sur le plan N suivant deux 
droites Z et C^qui seront parallèles et qui se coupant dès lors à l'infini nous 
indiquent que la droite Z sera asymptote à la développée de la courbe X^; dans ce 
cas la courbe X* aura donc un rayon de courbure infini pour le point m. 

Dans ce que nous venons de dire, nous avons eu égard à la relation de position 
qui pouvait exister au point m entre la courbe à double courbure G et son plan 
osculateur en ce point m. 

Or, il est évident que cette relation doit avoir une ii^uence sur les réiuUats 
géométriques, en effet : 

Nous savons que la courbe G ne peut affecter que deux manières d'être par rap- 
port à son plan osculateur O en le point m. 

i"" Gette courbe G peut être située (avant et après le point m) d'un même côté 
du plan 0. 

2^ Gette courbe G peut être située, avant le point m, au-dessus du plan O et 
après le point m au-dessous du plan O, ou vice versa. 

Dans le premier cas, nous avons vu précédemment que la courbe G se proje- 
tait, sur son plan normal N mené au point m, suivant une courbe offrant au 
point m un point de rebroussement de seconde espèce. 

Dans le deuxième cas, nous avons aussi vu précédemment que la courbe G se 
projetait , sur son plan normal N mené au point m , suivant une courbe offrant au 
point m un point de rebroussement de première espèce. 

Et nous avons aussi vu que ces points de rebroussement ne pouvaient exister 
qu'autant que la courbe à double oourbure G était située avant et après le point 
m d'up même côté par rapport au plan T, qui passant par la tangente à oelte 
courbe G pour le point m, était (ce plan T ) perpendiculaire au plan oseulaleiir O. 

Et nous avons encore vu que si la courbe à double courbure G était, avant le 
point m , située à droite du plan T et après le point m située à gauche de ce plan 
T (ou vice versa), la courbe G" projection de la courbe G sur son plan normal N , 
offrait au point m un point d'inflemon si la courbe G était avant le point m au- 
dessus de son plan osculateur O (en ce point m) et après ce point m ao^essoM de 
ce plan \ et que 1^ courbe G" offrait au point m un point ot^n, si la courbe G 
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était aTanl et après le point m au-dessus on m-desMus de scm plan osculateur 
en ce point m. 

Rappelons-nous, aussi , que par la considération de la développée D d'une 
courbe plane X, nous avons reconnu que : 

l"* & (a courbe X a en un de ses points m un point de rebrau$9emem de premèire 
espèce^ elle peut avoir en ce point m un rayon de oourbvre nul ou infini y mais 
jamais yijiî. 

T Si la courbe X a en un de ses points m, un point de relfrom$emeni de 
seconde eipèce^ elle peut avoir en ce point m un rayon de courbure ntd oq fini on 
infini. 

3' Si la courbe X a en un de ses points m un point dHnflexion simple, elle aura 
toujours en ce point m un rayon de courbure nul. 

À" Si la courbe X a en un de ses points m un point dUnflexim double , elle aura 
ionjùurê en oe point m un rayon de courbure ii^ni. 

Nous devons donc conclure que la courbe C" projection de la coirbeè double 
courbure C sur son pian normal N , ne pourra avoir au point ni un rayon de 
courbure fini , qu'autant que cette courbe G' offrira en ce point m un point 
lie rebrousêement de seconde espèce , et que la courbe C" ea ce point m de re- 
broussemeni aura un rayon de courbure fini, toutes les fois que la courbe à 
double courbure G aura en ce même point m un rayon de courbure /ni. 

Dans les considérations géométriques précédemment développées, nous avons 
supposé qu'une courbe à double courbure G pouvait avoir en un de ses points m 
un contact du troisième ordre avec son plan osculateur. O en ce point m; noua 
allons justifier l'exactitude de cette hypothèse et de la oMmière suivante : 

Nous avons vu en considérant la développée D d'une couri[)e plane G" que cette 
courbe plane pouvait avoir en un de ses points un point de rebroussemeni de pre^ 
mière et de deuxième espèce , et pour oe point un rayon de courbure infini , et nous 
venons de démontrer ci^dessus que pour que le rayon de courbure soit it^ la 
courbe à double courbure G ayant C" pour projeotion, doit avoir aufioint m un 
contact du troisième ordre avec son plan osculateur; nous pouvons donc affirmer 
qu'une courbeà double courbure peut en un de ses points avoir un œntact du 
troisième ordre avec son plan osculateur , et par suite et dans ce tais avoir un 
contact du troisième ordre avec une section conique. 

Nous: avons vu qu'une courbe à double courbure C pouvait avoir un rajon de 
courbure îq/{ift en un de ses points m, ou en d antres a^oir un oontact du 
second ordre avec sa tangente en ce point m. 

Nous avons vu «usai qu'une courbe it double courbure C pouvait avoir un rayon 
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de courbure nul en un de ses points m , et que cela avait lieu lorsque ses 
projections C et C* avaient l'une et l'autre un rayon de courbure nul en ce 
point m. 

De^M qui préeMe on doit oonciere : qu'on ne peut pas prendre deux courbes 
Cet G* ayant l'une un rayon de- courbure mrf et Tantre un rayon ide coufi>ure 
/mi pour proteclMHds d'une courbeà double courii>ure C, parée qu« cw condUtons 
sont incompatibles en projections. 

•Nous pouvons, en nom» riiumant, énoncer ce qui suit : 

1** Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
nrd ou infini en un de ses points m , sa projection (T sur son plan normal au point 
m, aura en ce point m un rayon de courbure nul. 

2* Toutes les fois qu'une courbe à double courbure C a un rayon de courbure 
fini en un de ses points m , sa projection G' sur son plan normal au point m, aura 
en ce point m un rayon de courbure yinf si cette courbe C" offre au point m un 
rebroussement de seconde espèce. 

3^ Toutes les fois qu'une courbe à double courbureG a en un de ses points m un 
plan osculateur qui a avec elle et en ce point m un contact du troisième ordre , ou 
en d'autres termes y toutesles fois qu'en un point m d'une courbe à double cour- 
bure G on pourra construire une section conique ayant en ce point m un contact 
du troisième ordre avec cette courbe G , la projection G" de la courbe G sur son 
plan normal en m, aura en ce point m un rayon de courbure infini. 

Nous avons vu que lorsque l'on avait une courbe i double coubure G composée 
d'une branche infinie et ayant une asymptote A aux deux arcs composant cette 
branche infinie, si l'on projetait cette courbe G sur un plan N perpendiculaire à 
l'asymptote A et coupant cette droite A en un point r, on avait une courbe fermée 
G" passant par le point r. 

Ge qui précède nous permet de démontrer que la courbe G" a toujours au point 
r un rayon de courbure nul. 

Et en effet : 

Désignant par m le point situé à l'infini sur la courbe C, il est évident que pour 
ce point m le rayon de courbure de la courbe G esi infini; l'asymptote A peut 
donc être considérée cooune étant le cercle osculateur en m à la courbe G. 

GeUe courbe G sera prcgeiée sur tout plan passant par la droîia A suivant 
une courbe ayant A pour agymptole , ayant dès Ws un rayjoa de ^iourbuM ta/Eat 
pour son point m situé à l'infini. 

L'asymptote A se projetant en ^entier en le jpwàl r et sur le plan JK, le rayon de 
eourbure de Ç" sera im/ an ce point m. 
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|V. 



La wrface du jUet ée vis carré esi la ^euU narjaoe faucke qui jcmiêêe Je h f^^ 
remarquable d'avoir en chacun de ses points de» rayon» ée couHml^ éfoux. 

Désignons par 2 une surface gauche; par G, G', G'^ G^'\ ses géoératrtces droites 
successives el infiniment voisines. 

Trois droites à distance finie ou à distance infiniment petite les unes des autres 
déterminent le mouvement d'une génératrice droite. 

Ainsi, en faisant mouvoir une droite sur les trois génératrices successives 
G, G\ G'' de la surface 2 , on engendrera une surlace gauche et du second ordre S 
laquelle sera osculatrice à la surface 2 tout le long de la génératrice G , puis- 
qu'elle aura en commun avec cette surface deux éléments superficiels successifs 
qui seront compris, le premier entre G et G' et le second entre G' et G"'. 

On sait que : 

V Si les trois droites G^ G", G'" sont parallèles à un plan P, la surface S sera un 
paraboloide hyperbolique. 

T Si les trois droites G, G', G'' ne sont pas parallèles à un même plan , la sur- 
face S sera un hyperbolaide à une nappe. 

L'on sait encore que si l'on veut construire la surface S du second ordre osculatrice 
tout le long d'une génératrice G d'une surface réglée 2, il faut mener en trois 
points arbitraires m, m, , m, deG les plans T, T,, T. tangents à la surface 2; chacun 
de ces plans coupera la surface 2 suivant une courbe, savoir : 



Le plan 



T suivant une courbe 

T. 

T 



7 ayant en 

y. — 

7. — 



m une tangente 



m, — 



e 

e. 
e. 



Et en faisant mouvoir la droite G sur les trois tangentes 6, 0,, 9.9 on engen- 
drera la surface osculatrice demandée S. 

Cela posé : 

l"" Si Ton considère un paraboloide hyperbolique, on remarque que les 
diverses génératrices du système 9 , ne coupent point toutes sous Tangle droit 
une génératrice quelconque du système G , à moins que le paraboloide ne soit 
rectangulaire, c'est-à-dire n'ait ses deux plans directeurs perpendiculaires enti*e 
eux et que, de plus, (a génératrice G considérée ne soit celle qui passe par le 
sommet de cette surface. 

Ainsi, lorsque l'on a un paraboloide hyperbolique rectangulaire S, si Ton 
construit le plan tangent T en son sommet m, ce plan T coupe cette surface S 
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suivant deux génératriceB droites G et qui se coupent en ce point m sous Tangie 
droit et toutes les génératrices 9,, 6., 6^ etc. du système 6 coupent la droite G sous 
Tangle droit. 

2* Si Ton considère un hyperboloide à une nappe S, on sait que toutes les géné- 
ratrices droites du système ne coupent pas sous l'angle droit une génératrice 
quelconque du système G. 

Et en effet : 

Concevons T hyperboloide à une nappe et non de révolution S ; désignons son 
axe non transverse par A et son cône asymptote par G. 

Menons un plan P perpendiculaire à l'axe A, il coupera le cône G suivant une 
ellipse E. 

Désignons par o le centre de la surface S ; ce point o sera le sommet du cône G. 

Gonsidérons une génératrice droite G de la surface S , cette génératrice aura 
pour parallèle sur le cône G une droite K. 

Menons par le point o un plan Q perpendiculaire à la droite K, ce plan Q 
pourra avoir trois positions spéciales par rapport au cône G. 

i* Il pourra le couper suivant deux génératrices droites I et V. 

2* Il pourra lui être tangent suivant une génératrice J. 

3* Il pourra ne le couper qu'en son sommet o. 

Dans le premier cas, il existera sur la surface S deux génératrices du système 
, savoir : 8 et O' respectivement parallèles aux droites I et l\ 

Dans le deuxième cas , il existera sur la surface S une seule génératrice 9, du 
système 9 parallèle à la droite J. 

Dans le premier cas, les droites 9 et 9' couperont la droite 6 sous l'angle droit. 

Dans le deuxième cas, la droite 9, coupera la génératrice 6 sous l'angle droit. 

Et dans le troisième cas , il n'existera sur la surface S aucune génératrice du 
système 9 , coupant la génératrice 6 sous l'angle droit. 

Cela posé : 

On sait que pour un point m d'une génératrice droite 6 d'une surface réglée 2, 
on peut toujours construire un paraMMe hyperbolique O , osculateur par son 
sommet à la surface 1. 

Ainsi donc , pour que la surface O se trouve avoir au point m des rayons de 
courbure maximum et minimum égaux , il faudra que ce paraboloide O soit 
rectangulaire. 

Et pour que la surface réglée 2 ait en tous les points m,m^,m^, etc. de sa 
génératrice droite G des rayons de courbure maximum et minimiun égaux, il 
faudra que les paraboloides , O,, 0,, etc. (respectivement osculateurs par leur 
sommet à la surface 1 et aux pointa m, m,, m., etc. ) soient tous rectangulaires. 
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Dès Iota i\ famlFt que 4eft (ilaos langonts T, T,^ X,, etc., mraésà/la iiiri»e £ 
et aa\ pointe m , m. , m,, etc., de b génératriee G ooui^eiit inespoctivaniiii eatte 

surface 1 suivant des courbes 7 » y., y, ^ etc., telles que leurs tangentes 6 en m^ 9, 
en m, , 6, en m, , eic^ , coupent sous un angle droit la génératrice G. 

Et comme 4 , 8. , 6. , seront les géaératrioe» du seoowl système de la eurfiiea 
réglée et du second ordre S , laquelle est osculatrice à 2 tout.ielongjiefG^iQDivoit 
que ces droites 3,0., 9,, etc., élant toutes parallèles à un même plan v formeront 
un paraboloide hyperbolique S qui eera Ttfqtangubire. 

Ainsi la surface réglée 1 «qui jo«rira4le la prof)rfiété<ya'Voir 'en^checun éeses 
points d^s rayojQkS de coui^bure égaux , •aora aédossair^eaient un pkn dÎDestenr. 

Ainsi toutes les génératrices G , G', G'\ etc., de la surface 2 seront parallèles à 
UB plan X. 

Cela posé; 

Le paraboloide osculateur S ayant en commun avec la suriaca céglée/2^ les trois 
génératrices G, G', G'', aura pour plan directeur un plan X. 

Dès lors, il existera parmi les génératrices du système de ce pacaboLoide S 
une certaine génératrice qui sera perp^Kliculaireau.plaja X; désignons ceitedroite 
par S«. 

Si après avoir considéré le paraboloide JS. osculateur tout. le leng deG, jeeonsi- 
dère le paraboloide S' osculateur tout le iong de G' génératrice sucçessÎTe de G, 
je vois que les parabdoides S et S' auront en communies généfadrîces G' et G", 
par conséquent la droite g, s's^puiera en môme temps sur les génératrices succes- 
sives G, G', G", G"^ 

Et en poursuivant le même raisonnement, on voit que la surface 2 dbit avoir 
nécessairement pour direcirice du mouvement de sa génératrice droite G , une droite 
9« perpendiculaire à son plan dir^cletcr X. 

Ainsi la surface 2 sera un Mnoid^. 
Gela posé : 

Lorsqu'on a deux surfaces r^lées Set 2 ayant une oscolalîon du second onlre 
suivant une génératrice droite G , si Ton mène par un point m de Gunpian qnei* 
conque R, ce plan coupera la surface S suivant une courbe d et Ja^urfaceXsnU 
vant une courbe .6, et ces deux courbes id et Saurant an moàns, et nécesmineynMi, un 
contact du premier wdrenu point m. 

Par conséquent, si je mène au point m le plan T tangent à la surfaces^ ne plan 

coupera la surfaoe 2 suivant une ceurbe:;» et la surfiim paraboloide S sormut une 

génératrice ifaroile et du secondeystème 8 , et Jaidreite6eera.tai^[enteè la oonriie y 
au point m. 

Ûr^ si l'on prend in^e sncfaoe de.filettietmmnréiiftÊ^^ désigne par M>nyim 
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un piM X pour i4ui difwteup et une droite 6» perpendicuteire au plan X pour 
direcirke^ on sait que si l'on coupe cette surface Ml par un cylindre de révolution Y 
ayant 9^ pour axe , la courbe X que l'on obtiendra sera une hélice. 

Considérant une génératrice droite G de la surface M, cette droite G coupera 
iar GoarJl)e X en un point m, et si en ce point m on mène un plan T tangent à la 
surface M, on sait que ce plan T sera le plan osculateur de l'hélice X; et de plus 
l'hélice X a pour tangente en m une droite 6 coupant rectangulairement ta 
droite G. 

Il est donc évident , par ce qui précède , que le paraboloîde S osculateur à la 
surface M tout le long de la génératrice droite G sera rectangulaire. 

Et dès lors il est démontré que la surface du filet de vis carré jouit de la pro- 
priété d'avoir en chacun de ses points des rayons de courbure égaux (*). 

Démontrons maintenant que c^te surface est la seule entre toutes les surfaces 
réglées qui jouisse de cette propriété remarquable. 

Nous avons vu que la surface réglée 2, pour jouir de la propriété énoncée, devait 
avoir un plan diredeur X et une droite directrice 6"" perpendiculaire au plan X. 

Si donc nous pouvons construire un filet de vis carré M osculateur tout le long 
de la génératrice G à la surface donnée 2 , nous serons assuré que la surface 2 a 
des rayons de courbure égaux en chacun despointsde sa génératrice droite G. 

Or» pour que cela ait lieu, il faut que le cylindre de révolution Y coupe la 
surface 2 suivant une courbe y et la surface M suivant une hélice X et la droite G 
en un point m , de telle sorte que les courbes y et X aient au point m une oscu- 
lation du second ordre. 

Il faudra donc, en considérant trois génératrices successives G, G\ G'' de la 
sur&ce 2| lesquelles couperont la courbe y, et respectivement , en les points m, 

m'y rn\ il faudra donc, dis-je, que les éléments rectilignes successifs mm\ mVde 
1» court>e y lassent des angles égaux avec la droite 0p; désignons cet angle par a. 

Lorsque nous coasid^^rons hi géinératriM G - successive de G et appartenant à 
la surfera 2 , il faudra que nous piiissioos construire un fikl de vis carré M' oscu- 
lateur à 2 tovt le long de 6\ 

Et l'on voit que les courbes y et X' (eette courbe X' étant Fhélice intersection 
du cylindre Y et de la surface M') devront être osculatrices l'une à l'autre; mais 
comme y et X' seront en effet osculatrices l'une à l'autre au point m^ et comme 



(*) Yoir le BulUm de la. SaeèM phikm%MêàpÊt 
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aussi les surfaces M et M' auront en commun les géoératrices suoo^sûvas G' et 
G"y il s'ensuit que rélément rectiligne m'W^ successif de Téléiiimit recCiligne 
mm" de la courbe y devra faire avec la droite 9o un angle qui sera encore égal 

à a. 

Par conséquent, la courbe y ne sera autre qu'une hélice tracée sur le cylindre Y, 

puisque ses éléments rectilignes succesifs mm\ m'm \ mm\ etc. feront tous le 
même angle a avec Taxe S^ du cylindre Y. 

Et dès lors il se trouve démontré , savoir : </iie la surface du fila de vi$ carré e$t 
la seule surface gauche qui jouisse de la propriété <f avoir en chacun de ses points y des 
rayons de courbure maximum et minimum qui soient égaux. 

MoNGE essaya de résoudre la question précédente, lorsqu'il professait à FÉcole 
polytechnique (on peut voir les feuilles qui à cette époque furent distribuées aux 
élèves); alors il ne parvint pas à la solution du problème; plus tard, dans un 
mémoire publié dans les actes de l'Académie des sciences, il démontra que la 
surface du ûlet de vis carré jouissait de la propriété énoncée , mais il ne démontra 
point que cette surface était la seule entre les surfaces réglées qui pût jouir de 
cette propriété remarquable. 

MoMGE, dans ses diverses recherches, employa V analyse; depuis on a démontré 
par la géométrie descriptive que la surface du filet de vis carré jouissait, en effet, 
de la propriété d'avoir ses rayons de courbure maximum et minimum égaux (^). 

M. Catalan , dans ces derniers temps , a publié dans le Journal de mathétnatiques 
pures et appliquées de M. Liouville, la démonstration complète du théorème, et 
cela en se servant de Vanalyse; ayant lu la démonstration de M. Catalan, il me 
sembla aussitôt que la géométrie descriptive pouvait avoir assez de puissance pour 
résoudre aussi et complètement la question ; et je crois que la démonstration que je 
viens d'exposer est en effet à Tabri de toute objection. 

Ceux qui cultivent Vanalyse regardent la géométrie descriptive comme étant une 
science bornée , et avec raison , puisque la langue graphique ne comporte pas et ne 
peut comporter la même puissance que la langue algébrique; mais si Ton cultivait 
de nos jours la géométrie descriptive ou graphique avec autant d'ardeur qu'on cul- 
tive l'oiia/y^e , très-certainement on serait surpris des résultats utiles et nouveaux 
que l'on obtiendrait. 

Sans doute y la géométrie descriptive ne comporte pas la généralité de V analyse^ 



{*) Voir le ButleUn de 1^ Société PhOomÊOiqus, wémméa 22 jaiii t8M< 
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en ce sens qu'elle ne peut pas dire en toutes circonstances comme cette dernière, 
il n'y aque tant deeour^esoutantde^ui/ace^quijouissentde telles propriétés; carsi 
dans certains cas Yanalyse ne peut pas répondre aujourd'hui , ce n'est pas qu'il y 
ait en elle imptnssance réelle , c'est qu'elle n'a pas encore atteint la perfection qui 
lui permettra do répondre un jour; mais très-certainement elle sera en état de 
répondre un jour, parce qu'en elle existe viriuellement la faculté de répondre, 
et que si elle ne le peut en ce moment, c'est que les formules au moyen des- 
quelles elle le pourra, ne sont point encore trouvées. 

Et touterois, la géométHe descriptive , comme on vient de le voir, a pu , dans la 
question précédente, atteindre à la puissance de V analyse ^ et très-certainement 
dans beaucoup d'au très questions, la géométrie descriptive atteindra à la puissance 
de Y-analyse, mais ce ne pourra être, en général^ que dans les questions où il s'agira 
de la forme j ce ne pourra être que dans les problèpies de relation de position] 
et je serai bien trompé, si pour ces problèmes elle n'avait presque toujours 
un avantage sur Vanalyse , en ce sens que ses démonstrations seront plus promptes 
et plus simples , et que les résultats seront obtenus dans des termes et sous 
des formes plus immédiatement applicables par les ingénieurs aux travaux 
dart. 

La géométrie descriptive est réellement bornée , puisqu'elle ne peut atteindre, 
en général 9 à la solution des problèmes de relation métrique ^ problèmes bien plus 
nombreux et plus importants sous le point de vue scientifique et des applications 
que les problèmes de relation de position; mais la géométrie descriptive peut 
acquérir toute puissance lorsqu'il s'agira des problèmes de relation de position, 
et en ce sens elle n'est point bornée, et les efforts qu'elle fera dans celte direction 
seront toujours utiles. 

Terminons ce chapitre par les considérations suivantes : 

Les anciens géomètres ne purent, en vertudesméthodesqu'ils avaient inventées, 
démontrer qu'un cône ayant pour hase une section conique était coupé par un 
plan et, quelle que fût sa direction, suivant une section conique. 

Celte question ne fut résolue que lorsque Descaries eut exposé sa nouvelle 
méthode, qui consistait dans l'application de l'algèbre à la géométrie. 

La méthode de Descartes conduisit aux propriétés des surfaces dites du second 
degré ou du second ordre , mais ce ne fut que lorsque l'algèbre eut été perfec- 
tionnée et transformée en algèbre infiniiésimale que l'on démontra le théorème 
relatif au plan langent en un point d'une surface, savoir : que toutes les courbes 
tracées sur une surface {quelle que soit cette surface) et se croisant en un même point 

ont leurs tangentes en ce point situées dans un plan unique. 

56 
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Plus tard , les propriétés relatives à la courbure des courbes et des surfiaices 
furent découirertes au moyen' de Vanalyse if^Uéiimalej etc. , etc. 

Et cependant > si la méthode de Deseartes était encore ignorée , maïs si la 
méthode des projections qui constitue la géométrie detcripUve que nous devons à 
Monge était connue, nous pourrions résoudre complètement la plupart des 
questioM dons nous venons de parler. 

Et en effet : en ne me servant que de la géométrie deêcripUve^ j'ai démontré 
qu'un cône ayant pour base une section conique était coupé par tout plan sm- 
vant une section conique y et j'ai établi presque toutes les propriétés des sections 
coniques, sans avoir recours à V analyse (*). 

Et c'est aussi em ne me servant que de la géométrie descriptive que dans le 
chapitre VU de cet ouvrage , je suis ci-*desstts parvenu à démontrer le théorème 
^ relat^aupkmkmgeni. 

J'espère pouvoir, l'an prochain , publier mon cours complet de géométrie 
descriptive, et j'y démontrerai en ne me servant que des méthodes de la 
gémnéirie descripiioer qu'il ne peut exister que cinq surfaces (en mettant en 
debovs les surisices coniques et cylindriques) qui puissent être coupées par un 
plan, et quelle que soit sa direction, suivant une section conique. 

En sorte que les propriétés des surfaces dites du second ordre seront reconnues 
et démontrées sans avoir besoin de recourir à ï analyse. 

Ce qui vient d'être dit nous doit donner à penser que dans beaucoup de cas , 
la géométrie descriptivje peut être aussi puissante que Vanalyseyéi ces cas sont ceux 
où les problèmes proposés étant examinés de près seront reconnus être des 
problèmes de relation de position^ ou seront reconnus pouvoir être ramenés à des 
problèmes de forme et de position. 

Et on doit le reconnaître, la question du plan tangent y celle des sections planes 
d'un cône ayant pour base une section conique, celle dea surfaces du second 
ordre , quand il s'agit de leur mode de génération , de leurs sevstions planes , de 
leurs cônes et cylindres, enveloppes, etc.,. etc., et aussi la question résolue dans 
ce § Y^ au sujet de lasuirfatte du filet dBvis.oarré , ne sont en; définitive que des 
questions defvrme et de position, la géométrie descriptive doit donc pouvoir les 
résoudre et elle les résout en ettets 



{*) Voir mon Coursée géeméM^dmsripUm^, Uth^gr^phié pow Tnsage dm élères de PÉcok centrale 
def ftrta et mjouifaflliureii. 



flN. 



— 443 — 



TABLE DES MATIERES. 



Pages. 

Avant-propos • ▼ 

De la notation employée dans cet onTrage vu 



CHAPITRE PREMIER. 

tu 81IRFACB8 HÉUCOÎDALES CTLINDRIQUBS ET Ç^NiaUBS ; DBS DÉYBLOPPARTBS PLAMBS 

ET SPHfiRiaUBS, RAIXOHGÉBS BT RACCOURCIBS. 



S l».—- Des déreloppantes planes et rallongées * 1 

Construction de la tangente à la développante rallongée on racconrcie 3 

De la spirale d'Archimède 5 

Construction de la tangente à la spirale d'Archimède parfaite on imparfaite 6 

Problème. Par deux hélices cylindriqpies, circulaires et concentriqnes , et ayant même 
pas et rampant sur les cylindres dans le même sens , on peut toujours faire pasier une 
infinité de surfaces hélicoïdales gauches et une seule surface hélicof de déreloppable. . 7 

Des déreloppantes rallongées et raccourcies à double courbure 10 

Des spirales imparfaites d'Archiméde • . . 14 

Constmctiam de la taigente à la déreloppcnte împcrfaite k double oouribore et à la spirale 

d'Archiméde imparfaite à double courbure 15 

S II. — Des développantes sphëriquesTallangées et raeconreies 16 

Tracé mécanique de la- développante i^bérique sur la sm&ee ooneaive d'une sphère. . . 17 
Analogies géométriqiMs existant entre les développantes planes et sphénqiies, et liaantfiaces 

hélicoïdales cylindriques et eoniqnes 22 

T^ké^réwu. T6ules les génératrices droites d'une snrfaee liâieotle développable ayant 
une hélice conique £ pour arête de TebsovuMment, sont tangentes à nne sphère ayant 
pour rayon celui de l'hélice E et pour centre le sommet dn cAne B de révotaxtion snr 

lequel lliélice E se trouve placée. 23 

Tracé mécanique de la développante sphériqae snr la snrfaee convexe d^me sphère. ... 29 



\ 



— 444 — 

Une surface héliooïde conique déreloppable on gauche «t toujours coupée par un o6ne 

de révolution ayant même axe et même sommet que le odne de révolution sur lequel 

est tracée l'hélice conique qui est Taréte de rebroussement de la surface développable 

ou Phélice conique directrice de la surface gauche , suivant une hélice conique. ... 30 

De rintersection complète de l^élicofde conique gauche Z et dhin c6ne B' concentrique an 

cône B sur lequel est tracée l'hélice conique E directrice de la surfkoe Z 38 

Théorème» Une surface hélicoSde conique gauche x est coupée par un plan Q passant par 
le sommet a et perpendiculaire à l'axe X d'un cône B sur lequel est tracée l'hélice 
conique E de la surface 1 , suivant' deux portions finies de droites , s^airétant angnlaîre- 

ment à un même point 41 

De l'intersection complète d'une surface héllcoXde conique développable S par un cône B' 
concentrique au cône B sur lequel est tracée l'hélice E , arête de rebroussement de la 

surface l 42 

De l'intersection de la surface hélicoïde conique gauche 1 par le cône B' lorsque le rayon 
de la sphère S est plus grand ou plus petit que le rayon de l'béUce conique E ou égal à ce 

rayon 44 

De la construction de la tangente en un point de la développante sphérique 47 

De la construction de la tangente en un point de la développante sphérique rallongée. ou 

raccourcie 48 

De la construction de la tangente en un point de la développante hélioo-«phériqne rallongée 

ou raccourcie ' . . x 49 

/'roM^m^. Pardeux hélices coniques, faire passer une surface hélicoïdale 49 

% III. — L'hélicoïde gauche rectangulaire (surface de filet de vis carrée) jouit de la propriété 
remarquable d'être coupée suivant une hélice par tous les cylindres de. révolution que l'on 
peut faire passer par sa directrice droite 52 



CHAPITRE II. 

SPIRALE LOGAKITHIIIQUE.^ SPIRALE HYPERBOLIQUE. — SPIRALE D'ARCHmËDE. 



1^ De la spirale logarithmique " ,......- 56 

S I*'. — Existe-t-il une courbe polaire qui coupe sous un angfe constant chacun de ses rayons 

vecteurs? ;..... ^7 

S II. — I. Le plan Q passant par le sommet du cône B et perpendiculaire k l'aie Y de ce cône , 
coupe la surface développable Z qui a pour arête de rebroussenient la spirale loga- 
rithmique conique A, suivant une courbe qui est identique à la spirale logarithmique 
plane A*^ projection de la courbe A sur un plan P parallèle au plan Q 60 

II. La développée d'une spirale logarithmique plane est une spirale logarithmique 

identique a la courbe donnée et les deux courbes ont même pôle ^^ 

III. Des propriété dont jouissent les diverses développantes d'une spirale logarithmique 
plane 62 

IV. Rectification d'un arc de spirale logarithmique plane. . . ; 63 



— 4'45 — 

Pages. 
y. Gonatraetion de la tangente en nn point d'une spirale logarithmique plane lorsqu'on 

ignore sons quel angle la courbe coupe ses rayons vecteurs 64 

VI. Étant donnée une spirale logarithmique coupant ses rayons vecteurs sous un angle 
connu , construire la développée de cette courbe , ou , en d'autres termes, construire 
pour un point de la spirale son rayon de courbure 64 

VII. Étant donnés une spirale logarithmique plane et l'angle sous lequel elle coupe ses 
divers rayons vecteurs , construire l'angle dont il faudrait faire tourner cette courbe 
autour de son pâle, pour la superposer sur sa développée 65 

VIII. Dans la spirale logarithmique plane, les accroissements des arcs sont proportionnels 

aux accroissements des rayons vecteurs 65 

IX. Des propriétés dont jouissent les développantes de la développante d'une spirale 
logarithmique plane 66 

Problème, Rectification d'un arc oof de la courbe y 67 

X. De quelques propriétés de la spirale logarithmique conique 68 

XI. Construction du rayon de courbure de la spirale logarithmique conique. . . • . 69 

XII. De la courbe qui, tracée sur un cône quelconque, coupe sous un angle constant les 
génératrices de ce cône 71 

XIII. Étant tracée sur un cône à directrice arbitraire la courbe qui coupe sous un angle 
constant les diverses génératrices droites de ce cône, on demande de construire le 
rayon de courbure en un point de cette spirale. . . . ' 72 

2^ De la spirale hyperbolique 75 

% I*. — La spirale hyperbolique est la section d*un cône ayant son sommet sur l'axe d'un cylindre 
de révolution et pour directrice une hélice tracée sur ce cylindre , par un plan perpen- 
diculaire à l'axe du cylindre 77 

S II.— Des diverses propriétés géométriques de la spirale hyperbolique 78 

I. La spirale hyperbolique a un point asymptote. 78 

II. La spirale hyperbolique a nue droite asymptote. 79 

III. La spirale hyperbolique est composée de deux branches symétriques ayant même 
point asymptote et même droite asymptote. . 80 

lY. Dans la spirale hyperbolique , la sous-tangente est constante 80 

y. Le cône hélicoïdal est coupé par des cylindres concentriques suivant des hélices ayant 

toutes même inclinaison 81 

Yl. Une spirale hyperbolique étant donnée, construire la tangente en un de ses points. 83 
VII. Étant donnés une droite T et un pgint d sur cette droite et un point- o horç de la 
droite T, construire la spirale hyperbolique passant par le point d, ayant, le point o 
pourpoint asymptote et la droite T pour tangente au point d 84 

T%éoréme. Si l'on a deux courbes A et B tangentes l'une à l'autre en un point m ; si l'on 
prend un point o hors de ces courbes et que l'on mène par ce point o la droite om et 
une droite on perpendiculaire k om ; considérant om comme axe des y. et on comme 
axe des â;, on pourra transformer les courbes A et B en deux autres courbes A, et B^ 
en regardant le point o comme pôle ou centre commun d'une suite de cercles ayant 
pour rayons les ordonnées y des courbes A et B, et en enroulant sur chaque cercle l'ab- 
scisse X correspondante de ces mêmes courbes A et B, et les courbes A, et B| seront 
tangentes Pune à l'autre au point m, transformé du point m 84 

Vin. Etant donnés deux points et une droite , construire la spirale hyperbolique ayant 
l'un de ces points pour asymptote et passant par l'autre point et ayant la droite pour 
tangente 84 

IX. Étant donnés trois points, construire la spirale hyperbolique passant p«r deux de 



— 446 — 

Pages. 

ces points et ayant le troisiènie pour point «syinptote 85 

X. Par nn point extérieur, construire hi tangente à la spirale hyperbolique 86 

S m. — De la spirale hyperbolique conique ®^ 

Théorème, La surface déyeloppable ï qui a pour arôte de rebroussement iitte spirale 
hyperbolique + est coupée par un plan Q passant par le sommet du cône de révolution 
(sur lequel la courbe 4 est tracée) et perpendiculaire à l*axe de ce odne soirant nn 
cercle ayant pour centre le sommet du cône , et pour rayon la sous-tangettte de la 

spirale hyperbolique plane , projection de la courbe 4 sur le plan Q 89 

Problème 1 . Construire en un point m de la spirale hyperbolique 4 , le plan oecnteteur 

de cette courbe a double courbure 89 

Problème 2. Construire le rayon de courbure en un point d^une spirale hyperbolique 

conique 89 

Problème 3. Construire le rayon de courbure en nn point d'une spirale hyperbolique 

plane (deux modes de solution) ^^ 

S IV. Groupes de spirales différentes ^' 

S V. Des spirales ayant une courbe asymptote 9^ 

30 De la «piffttle 4'Ai€biniéde. 9<» 

fi I«r.^ Problème 1 . Oongtmire la tangente en nn point de k spirale eomqne d'Archimède. . . 98 
Problème 2. Étant donnés une spirale plane d'Archimède et s<m p61e ou origine , con- 
struire la tangente en nn de ses points 99 

Théorème i. Si Ton donne sur un plan P une spirale d'Archimède y'^ dont Péqnation soit 

- =s a ; si par son pdie S on mènenne droite y perpendicnlaire an plan P ; «i Ton trace 

Cê 

sur le plan P un cercle ayant son centre au pôle S et son rayon ^al à a ; si par le 
point S on mène une droite G Taisant avec Taxe y un angle «, et que Ton Ause tourner 
la droite G autour de y, on aura un cône B de révolution et dont le demi-angle 
au sommet sera égal à « ; si Ton conçoit un cylindre A ayant pour section droite la spi- 
rale y^ ; et si Ton fait mouvoir une droite K parallèlement au plan P et s'appnyant mr 
Taxe y et sur la courbe à double courbure y , on aura une hélicotde gauche 2 ; cela 
posé, je dis que le cylindre A et la surface gauche z se couperont suivant une hélice H 

qui coupera les génératrices droites du cylindre A sons un angle égal à « 99 

Théorème 2. Dans la spirale d'Archimède la sous-normale est constante 100 

Théorème 3. Étant donnée une spirale conique d*Archimède , si en un de ses pointe on 
construit le plan tengent au cône, sur lequel la courbe est tracée, et le plan normal à 
la courbe , ces deux plans se couperont suivant une normale à la courbe, qui ira percer 
le plan mené par le sommet du cône et perpendiculairement à l*axe de ce cône , en nn 

point qui sera sitné snr un cei^le «g«nt le sommet du odsie pour sommet 108 

Problème 3 ( Insolation ). Étant donnés sur nn plan une droite , on point m sur cette 
«hroiteen im point 'S hors de cette droite, construire la spirale d'Arobiméde ayant le 
point S pour pôle et passant par le point rm et ayant en ce point m la droite pour 

tangente 110 

Problème 4. Étant donnés trais points # , m et «^'(non en ligne droite), construire la spi- 
rale d'Arcfaimède passant par les deux points m^ et m' et ayant le point s ponr pôle. . 111 

Deuxième solution du problème 3 112 

De la coorbe-lien des pieds des diverses tangentes menées à la spirale plane d^Archimède. . 112 

Du plan oscnlatenr de la spirale coniqne d'Archimède 113 

De la spirale parabolique 113 

^ Problème 5. Étant donnée une spirale conilqne d'Archimède tracée sur on oône de révo- 



— 441 — 

Pages. 

lation , constmire la tangente à cette courbe pour le point sommet du cône 113 

Problème 6. Étant donnée une spirale conique d'Archimède tracée sur un cône de révo- 
lution, construire la tangente au pâle US 

De la forme que doit avoir la spirale plane d'Archimède 116 

Le rayon de courbure au pâle ou sommet de la spirale d'Archimède est nul 117 

$11. — 1» Du conoTde à courbe directrice plane 119 

20 Du oonoïde & directrice à double courbure 120 

Transformation du conoïde en un cylindre. 121 

La projection de la courbe intersection de la surface annulaire par le conoïde a directrice à 

double courbure est une spirale d'Archimède (voûte d'arête en tour ronde) 122 

Construction de la tangente en un point de la spirale d'Archimède 123 

Étant donnée une spirale d'Archimède , construire une surface annulaire et nue surface 
conoïde telles que leur intersection ( ou courbe de pénétration ) se projette suivant un 

arc de la courbe donnée 123 

Construction de la tangente en un point de la spirale tangoitofde 124 

Construction de la tangente au point culminant , on mieux au pomt multiple de la eoorbe- 
intersection d'une surface annulaire et d'une surface oonofde ayant même naitSMKit et 

même montée 125 

Nouvelle construction de la tangente à la spirale d'Archimède et i la sfurale tangentoSde. . 127 
Étant donnée une spirale d'Archimède , trouver le point de cette courbe pour lequel la 

tangente et le rayon vecteur font entre eux n» angje donné »... 128 

S 111. — La spirale d'Archimède peut être considérée comme la prcgection horizontale de la péné- 
tration d'une vis Saint^Giles et d'un conoïde rampant. 129 

S lY. — > Nouvelle construction de la tangente en un point d'une spirale d'Archimède. ... 133 

Simplification dans la construction de la tangente 134 

S V. «— Du lieu géométrique des foyers dessections elliptiques d'un conoïde droit ou oblique. . 136 

Nouveau conoïde elliptique 140 

Théorème. Toute snriiftoe gauche engendrée par une droite G se mouvant parallèlement 
à un plan H en s'appuyant sur. une droite Z et sur une courbe arbitraire à simple ou à 
double courbure C , est coupée par deux plans X et X' parallèles entre eux et à la direc- 
trice droite Z , suivant deux courbes E et E', telles que si par la droite I intersection du 

plan directeur H et du plan sécant X, on mène une suite de plans P, P, , P., et par 

la courbe E une suite de cylindres a, à,, à,, ayant leurs génératrices droites res- 
pectivement parallèles aux plans P, P, , P., on pourra toujours mener par la droite 

Z, parallèle à la droite Z et située dans le plan X , une suite de plans R , R, , R,, 

tels qu'ils coupent respectivement les cylindres a , ^,, ^, suivant des courbes D , 

D,,D., toutes identiques ou superposables entre elles et la section E' 144 

Constructions d'un second nouveau conoïde elliptique. 147 

S VL — 1. Sections elliptiques des conoSdes du genre ^ 149 

II. Sections elliptiques des conoïdes du genre x 151 

Addition au $ m du chapitre II 153 
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CHAPITRE m. 

ESSAI DE NOMENCLATURE GRAPBIQUE DES CONIQUES PLANES OU QUATRIÈME ET DU TROISIÈME DI61É ; 

ET BNSUITB DE L^UTILITÉ ET DE L^IMPLOI DES COURBES d'erreur 1S5 



Ptget. 
§ I•^ — CoDstructioii des nœuds et des points de rebronssement que peut présenter la projection 

horizontale OU rerticale de la courbe intersection de deux surfaces ^ 156 

Applications à quelques exemples : 

I. Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se coupent. ....... 158 

II. Intersection l^dedeux surfaces cylindriques ; 2<> de deux surfaces coniques ; 3<^ d'une 
•surface cylindrique et d'une surface conique 160 

III. Application à deux cônes du second degré 160 

S II. — Théorème I. Par huit points , situés trois à trois dans des plans différents , on peut tou- 
jours faire passer deux surfaces coniques du second degré , ou en d'autres termes : par 
les huit points sommets d'un octogone gauche ( dont, par conséquent , trois côtés consé- 
cutifs ne sont pas situés dans un même plan ) on peut toigours faire passer deux cônes 

du second degré. 177 

Théorème II. Par cinq points de l'espace et une droite , on peut toujours faire passer deux 
cônes du second degré , W 

$111.-1. Construction du point p, de la courbe de contact C d'un cylindre P et d'une surface 
quelconque 2 , pour lequel la tangente à la courbe de contact G n'est autre qu'une 
génératrice droite du cylindre enveloppe P 19S 

II. Construction du point p,de la courbe de contact C d'un cône P et d'une surface quel- 
conque X, pour lequel la tangente a la courbe de contact C n'est autre qu'une géné- 
ratrice droite du cône P • . . 188 

III. Construction du point p, de la courbe de contact C , d'une surface développable Pet 
d'une surface quelconque 1 , pour lequel la tangente à la courbe de contact C , n'est 
autre qu'une génératrice droite de la surface enveloppe et développable P. . . . 189 

S IV. Utilité et emploi des courbes d'erreur 189 

Problème 1. Construction de la tangente ( parallèle à une droite donnée) à la projection 

horizontale ou verticale de la courbe-intersection de deux surfaces 189 

Problème 2, Étant données trois surfaces 2 , z', 2''; les surfaces 2 et 2' se coupant suivant 
une courbe C , les surfaces 2' et "S." se coupant suivant une courbe C; on demande de 
construire le plan tangent aiix courbes C et C qui sera perpendicnJaire au plan hori- 
zontal ou au plan vertical de projection 192 

Problème 3. Construire sur une surface donnée z : I<> les courbes d'égale teinte réelle et 

2« les courbes d'égale teinte apparente 193 

Problème i. Étant donnée une surface conique du second degré par les projections «^ 
et «T de son sommet « et par sa trace ou base B sur le plan horizontal , construire Taxe 
A de cette surface 200 
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CHAPITRE IV. 
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PROBLÊMES D^OlfBRES DU GENRE DES ÉCLIPSES. 



Problème 1. Construire lestombre» portées soccessiTemeat pv U lune sur la terre pen- 
dant le» éclipses de soleil 203 

Problème 2. Déterminer TMure des phases de l'éclipsé jde soleil ponr un lien donné 
sur la terre 210 

Étant donnée l'heure d'une phase » déterminer les lieux terrestres qui , à cette heure don- 
née, terront la phase indiquée 218 

Trouver les équations des projections sur Torbite lunaire des ombres portées sncceasive» 
ment par la lune sur la terre pendant une éclipse de soleil 218 



CHAPITRE V. 



DES ÉPICYCLOÎDES ANNULAIRES. 



S I•^ — Des épicycloïdes à double courbure dites épicycloltdes annulaires ; , 219 

Construction de la projection horizontale de Pépicydoide annulaire 222 

De la tangente en un point de Tépicycloïde annulaire 222 

Construction de la tangente par la méthode de Roberval : 

(Premier cas). Le mouyement du point générateur de l'épicydoïde étant décomposé en deux 
mouvements , Pun de translation et l'autre de rotation. La méthode de Roberval ne peut 

s^appliquer dans ce cas . 22Q 

(Deuxième cas). Le mouvement du point générateur de Pépicycloïde étant décomposé en 
deux mouvements de rotation. La méthode de Roberval peut s'appliquer jdans ce cas. . 226 
S H. — De l'emploi de l'épicydoïde annulaire dans les engrenages aptes à transmettre le mouve- 
ment de rotation entre deux axes non sitn^ dans un même plan 228 

Nouvelle démonstration du théorème suivant : 

Étant données deux droites A et A' situées dans un plan , si l'on fait passer par ces droites 
des couples de plans rectangulaires entre eux , les droites d'intersection de ces plans 
forment une surface conique qui sera coupée par tout plan perpendiculaire à la droite 

A ou à la droite A' suivant un cercle 228 

Nouvelle démonstration du théorème suivant : 
Étant données deux droites A et A' non situées dans un même plan , si l'on fait passer par 
ees droites des couples de plans rectangulaires entre eux , les droites d'intersection de 
ces plans formeront on hyperboloïde k une ntippe qui sera coupé par tout plan perpen- 

57 
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dy:aUire à la droite A ou à la droite kf suiyant nn cercle 229 

I^ surface engendrée par une droite s^appuyant sur trois droites est toujours coupée par un 

plan, quelle que soit sa direction, suirant une section conique 231 

Transformation du cône asymptote de Thyperboloïde à une nappe en cet hyperbolofde à une 
nappe , et par suite transformation du plan tangent au cdne asymptote en un parabo- 

loïde hyperbolique tangent à Thyperboloïde à une nappe 232 

Transformation de Pengrenage conique dans lequel la sm^ace de la dent de la roue C est 
un cône ayant pour directrice une épicydoïde sphérique a et dans lequel la surface de la 
dent de la roue C est nn pif n ¥ tangent an cbttë a , en un engrenage apte à tranmettxe 
le mouTement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans nn même pitA et 
ponr lequel la dent de la roue C, est une snrfaee gsncfae %ngendrée p«r une droite se 
mouvant sur trois épicycloldes annulaires et pour lequel la dent de la roue C/ est nn pa- 

raboloide hyperbolique. 235 

' Transformation de Pengrenage cylindrique (à épicydoïde) en im engrenage hyperbo- 

loïdiqoe 237 

(^ ]]l.-^De l'emploi d'un cercle roulant angulairement sur nn autre cercle dans la eonstmction 

des chemins de fer^ . 239 

l«r système (système Laigniel) 239 

2* système (système Serveille) 243 

$ \y, — Problème 1. La surface engendrée par une droite s'appnyant sur trois droites , non 

situées dans un même plan , est un hyperboloïde à une nappe, 246 

Problème 2. Couper un cône de réYolntion suivant une ellipse dont les axes soient dans 

un rapport donné. ^ , 250 

Faire passer par une section conique E, donnée par son tracé , nn cône de révolution dont 
l'angle au sommet soit égal à « . 25/ 

Problème 3. Par une section conique donnée par son tracé » faire passer nn hyperboloïde 

à une nappe et de révolution 252 

Lieu des cercles de gorge des hyperboloSdes à une nappe et de révolution , suivant la nature 
de la section conique qui leur est eonunune « • . 255 

Problème 4. Étant donnés un hyperboloïde k une nappe et un point, mener par ee 
point nn plan qui coupe la surface suivant une parabole dont Taxe inlân passe par ce 
point (deux solutions) 257 

Problème 5. Étant données une surface de révolution t par son axe A et sa courbe mé- 
ridienne I, et ayant construit la courbe de contact C d'un cône A et de la surface 2, 
supposant que la courbe C est projetée sur le plan méridien passant par le sommet 
s du cône a en une courbe C^, on demande de construire la tangente en un point quel' 
conque de C» , 264 

Construire la tangente au point en lequel la courbe C coupe la projection verticale de la 
courbe méridienne de la surface de révolution Z (cette courbe méridienne étant dans un 

plan méridien parallèle au plan vertical de projection ) 267 

De la construction de la tangente à la projection J^ de la courbe / intersection de deux sur- 
faces de révolution dont les axes se coupent ^^^ 

$ V. — Nouvelles propriétés des paraboloïdes hyperboliques qui ont les deux mêmes diroctrices 

droites et dont les plans directeurs et respectifs passent par une même droite de Pespace. 271 

S VL«— Transformation d^nn cône en une. surfiiceg«qc|ie» . «^ • ^^^ 

S VIL -^La surface helicoïde ( filet de vis triangulaire ) a pour sarfata oecpèatrioe » «mt le long 

d^une de sas génératrices droites, un hypeiriioloide- à une napfe ma de ré^ntioD. . . - 279 
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VIII. — Construction d'une suite de tangentes à une section conique donnée par deux tangentes 

et ses points de contact sur ces tangentes et un troisième point situé dans l'angle des 

tangentes. . r . , ^^^ 

ï. Construction pour le cercle ^^^ 

II. Construction pour l'ellipse 285 

IH. Construction pour l'hyperbole 285 

S IX. — ProhXéme, Étant donnés sur un plan une droite B et deux points m et n , construire le 
sommet de la parabole qui passant par les points met n aurait la droite B pour tan-, 
gente en son sommet (deux solutions). 286 

'théorime. Étant données une parabole C et une tangente 6 en un point x de cette 
courbe , si par deux points m et n arbitraires de cette parabole , on fait passer un 
cercle C tangent en un point p à la tangente d ; si du centre o du cercle C on abaisse 
une perpendiculaire sur la corde fim , coupant le cercle C en un point r , la droite rp 
coupera la corde nm en un point y qui appartiendra au diamètre de la parabole qui 

est le conjugué de la tangente d. ... ^ ... 289 

*^ Étant donnée une section conique par cinq conditions , construire par points cette 

courbe , » 289 



CHAPITRE VL 



1»B LA SPHÈRB SATI8PÀISAIIT A QUATaE COBfDITlOlXS, 



Énoncés des quinze problèmes à résoudre 295 

$ )«r -^ I. Lieu géométrique des points de Tespace également distants de deux points donnés. • 296 
n. Lieu géométrique des points de Pespace également distants de deux plans donnés. . 296 
m. Lien géométrique des points de Tespace également distants de deux droites données 

(deux cas) 296 

Problème 1. Étant donnés dans Pespaoe un point m et une droite B, trouver sur nno^ 
droite B (assujettie à oooper la droite B) m point x également distant «t de la droite 

B et du point m (deux constructions) 298 

Problème 2. Étant donnés deux droites B et B qui ne se rencontrent point dans Tespace 
et un point m sur la droite B , chercher sur cette même droite B un point x tel que ses 

distances au point m et à la droite B soient égales 299 

Lieu des points de l'espace également distants : 

]o De deux droites qui se coupent 301 

2<> Be deux droites non situées dans un même plan 301 

I Y. Lieu géométrique des points de l'espace également distants de deux plans. ... 306 
Y. Lieu géométrique des points de Pespace également distants d'un point et d'une droite. 307 
YI. Lien géométrique des points de l'espace également distants d'une droite et d'un plan 

' (denxcas) 307 

Solution de chacun des quinse problèmes relatift i la qihèro Mtisfoisant à quatre conditions. 309 
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Problème 1. Construire le centre e( le rayon d^one sphère passant par qnatre points. 309 

Problème 2, Construire te centre et îe rayon d^une sphère passant par trois points et 

tangente à une droite 309 

Problème 3. Construire le centre et le rayon d*nne sphère passant par deux points et 

tangente à deux droites (deux cas) 310 

Problème 4. Construire le centre et le rayon d^une sphère passant par un point et tan- 
gente à trois droites 312 

Problème 5. Construire le centre et le rayon d^une sphère tangente à quatre droites. « 312 

Remarque au sujet du problème : 

Inscrire une sphère dans un quadrilatère gauche 313 

Problème 6. Construire le centre et le rayon d^une sphère passant par trois points et 

tangente à un plan ( deux solutions ) 315 

7A^Hme relatif a lliyperboloïde 319 

Problème 7 . Construire le centre et le rayon d'une sphère passant par deux points et tan- 
gente à deux plans 319 

Problème 8. Construire le centre et le rayon d'une sphère pa«aBt par un point et tan- 
gente à trois plans 320 

Problème 9. Construire le centre et le rayon d'une sfdière tangente a quatre plans. . 321 

Du polyèdre dont les sonunets sont tes centres des huit sphères résolrant le pro- 
blème 9 324 

Problème 10. Construire le centre et le rayon de la sphère tangente à trois droites et à un 

plan 326 

Problème 1 1 . Construire le centre et le rayon de ta sphère tangente à deux droites et k 

deux plans VlLi 

Problème 12. Construire le centre et le rayon de la sphère tangente à une droite et à 

trois plans 328 

Problème 1 3. Construire le centre et le rayon de la sphère passant par deux points et 

tangente à une droite et à un plan 329 

Problème 14. Construire le centre et le rayon de la sphère passant par un point et tan- 
gente à deux droites et à un plan 330 

Problème 15. Construire le centre et le rayon de la sphère passant . par un* point et tan- 
^ gente À une droite et à deux plans. • 330 

% \\. — Nouvelles recherches au sujet du problème, lieu des points de l'espace également 

distants d'une droite et d'un point 33/ 

S ni. — I. Lieu des points de l'espace dont les distances à deux droites fixes sont dans un 

rapport constant * • . 332 

11 . Lieu des points de Tespace dont tes distonces à un point fixe et à un plan myariable 

sont dans un rapport constant 334 

\"l ]]1. Lieu des points de l'espace dont les distances à un point fixe et à une droite inva- 
riable sont dansun rapport constant 335 

IV . Lieu des points de l'espace dont les distances à une droite fixe et à un plan invariable 

sont dans un rapport constant 336 

% IV. — La surface H, lieu des points derespace dont les distances à deux axes donnés sont dans 
un rapport constant, en tournant respectivement autour de diaenn de ces deux axas^ 
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engendre deux, surfaces de rérolutioi^ a et a', on demande m les trois surfaces H , a et a' 
sonrtangentes entre elles suivant une mén» ligne f 

S V. — Des surfaces primitives (dans les engrenages) 

D'une équation différentielle plus simple que Féqnation ( W) donnée par M. Persy. ... 36 1 
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THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DBS INriNIMEMT PETITS. 



366 
367 
368 
369 
371 
373 
373 

377 

378 

378 



S I. — Delà manière dont on doit considérer les infiniment petits en géométrie descriptive. . 364 

Des courbes .* 

De la sécante et de la tangente à une courbe 

Du plan normal et du plan tangent à une courbe 

Du plan oscillateur à une courbe 

Du rayon de courbure d'nn^ courbe. 

Dessurfaces 

Du plan tangent à une surikce 

Des divers modes de génération des surfaces / ' * 

Des diverses espèces de surfaces engendrées par une ligne mobile ; surface réglée (dévelop- 

pable et gauche) 

Surface de révolution .- 

Surface engendrée par une courbe se mouvant parallèlement à elle-même en restant 

constante de forme 

Surface engendrée par une courbe se mouvant parallèlement à elle-même en restant sem- 
blable à elle-même ^^^ 

Surface engendrée par une courbe constante de forme et variable de position 378 

Surface engendrée par une courbe variant de forme et variant de position 378 

Des diverses surfaces enveloppes 4*ime surface mobile etconstante ou variable de forme. 378 

Des surfaces enveloppes de Pespace parcouru par un plan 380 

Des surfaces des canaux (enveloppe de Pespace parcouru par une sphère de rayon constant). 38 1 

Des surfaces développables considérées comme enveloppées dHme snrfWce donnée. . . . 382 

De Fosculation des courbes et des surfaces. ^^* 

En géométrie descriptive , on doit considérer trois espèces de poinU : !• le point (mathé- 
matique ) intersection de deux lignes ou d'une ligne et d'une surfkoe ;;2» le painirligne , 
conUct de deux lignes ou d'une ligne et d'une surface ; 3* le point'-plan. conUct de deux 

surfaces *. • • ^^^ 

De la surface la plu» simple ayant un contact du second ordre avec une turfoee-^anal tout 

le long d'une caractéristique de cette surface-canal ^^^ 

Premier cas : surface à sections normales constantes 393 

Second eae : surface à sections normales variables 394 

Théorème général relatif aux courbes et surfaces ayant entre elles une oscuIaUon. ... 395 
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soit infini 424 
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lequel le rayon de courbure soit infini 424 

XIV. Une courbe plane peut avoir un point de rebronssement de seconde espèce pour 

lequel le rayon de courbure soit infini 425 

XV. Une courbe plane peut avoir un point de rebroussement de seconde espèce pour 

lequel le rayon de courbure a une longueur finie 425 

% IV. — Des relations qui existent entre une courbe à double courbure et sa projection sur son 

. plan normal • 426 

% V.— La surface héliooîde (filet de vis carrée) est la seule surface gauche quijoni«e de la pro* 

priété d'avoir en chacun de ses points des rayons de courbure égaux 436 

Observations au sujet de la dénoostration de la propriété dont jouit l'héliooide (filet de vis 

carrée). . . . . 440 
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ERRATA. 

Pà^e 2, ligne 24. faisant avec C, li^eiS : faisant avi|tt G. 

Page 9, arant-demiére ligne, les denx hélices E et E , lUez : les denx hélices E et £^ 

Page 35 , dernière ligne, aux cercles G et G , lisez : aux cercles G et G'. 

Page 4 1 ^ 4? ligne de la note, le centre de ce centre G , lisez : le centre de ce cercle C. 

Page 48, ligne 10. le planT au cône B, lisez : le plan T tangent au cône B. 

Page 99 , ligne 3?. du cylindre H , lisez : du cylindre A. 

Page 100, ligne 11. dans la spirale d'Archiméde la sous-tangente est constante, lisez: dans la 

spirale d'Archimède la sous-normale est constante. 
Page 100, ligne 17. la sons-tangente t/^q^ lisez: la sous-normale i/^q. 
Page 148 , ligne 29. une droite 1 , lisez : une droite Z. 

Page 160 , ligne 18. parallèles à celui de la surface, lisez : parallèles à celles de la surface. 
Page 208, ligne 2. (cos«^', sîn«^', y", «", y', a?), lUez : (cosV, sinV, y", a?", y\ x'). 
Page 208, ligne 28. dit dessus, Zùez .* dit ci-dessus. 
Page 214. Le dénominateur de Péquation (1) doit être écrit ainsi : 

V/D« + r«--2(y'Y+a:^+«'Z).\/a:«+y«+z« — 2(yY+a'X+2Z)+r« 

Page 232, ligne 7. la tangente m^, lisez :\s^ tangente m^jr'. 
Page 232 , ligne 8. on a m^»mp'i lisez : on a mq' » mp*. 
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